
áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉáÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÁÄÁÎÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k.úÁÄÁÞÁ 7.1. ðÕÓÔØ v1; : : : ; vn 2 V , w1; : : : ; wm 2 W { ÂÁÚÉÓÙ × ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ VÉ W . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ eji ÉÚ V × W , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ vi × wj, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ vi × ÎÏÌØ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ eij ÚÁÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Hom(V;W ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 
 2 Hom(V;W ).úÁ�ÉÛÅÍ 
 = 
ijeij, 
ij 2 k. íÁÔÒÉ�Á 0B�
11 : : : 
1n... . . . ...
m1 : : : 
mn 1CAÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ 
.úÁÄÁÞÁ 7.2. äÁÎÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ a 2 Hom(U; V ), b 2 Hom(V;W ). Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ (aij), (bkl ).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ a É b ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ 
ik =Pj aijbjk.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á.úÁÄÁÞÁ 7.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� n � n, Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ A �A�! A, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (aij) Æ (bkl )�! Pj aijbjk. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÓ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ kn × kn.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Mat(n). åÄÉ-ÎÉ�Á ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó aii = 1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ,ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Id.úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f 2 Hom(V; V ), v1; : : : ; vn { ÂÁÚÉÓ × V , Á (f ij) {ÍÁÔÒÉ�Á f . ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ v01; : : : ; v0n × V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ g, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ vi × v0i, É g ÏÂÒÁÔÉÍ. úÁ�ÉÛÅÍ g, g�1 ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ (gij), ((g�1)ij)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÁÚÉÓÅ v01; : : : ; v0n ÍÁÔÒÉ�ÅÊ hij := (gij) Æ (f ij) Æ ((g�1)ij).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. ÷ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù (hij), (f ij) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.úÁÄÁÞÁ 7.5. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ 
 Id, ÇÄÅ 
 2 kúÁÄÁÞÁ 7.6 (!). ðÕÓÔØ E(i; j) - ÍÁÔÒÉ�Á0BBBBB�0 : : : 0 : : : 0... . . . ... . . . ...0 : : : 1 : : : 0... . . . ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0
1CCCCCA ;Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ i; j-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ 1, Á ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ { 0. äÌÑ ËÁËÉÈ i; j, i0; j 0, ÍÁÔÒÉ�ÙE(i; j) É E(i0; j 0) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ? 1



áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉúÁÄÁÞÁ 7.7 (!). ðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉ�Á, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ E(i; j). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ A �ÒÏ-�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù A �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.úÁÄÁÞÁ 7.8 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù A �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ A ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÁ E(i; j).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.4. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A 2 End(V ) { ÅÇÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ (Ô.Å.ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ V × ÓÅÂÑ), Á V � { Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A� :V � �! V �, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ 
 2 V � × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ A�(
)(v) = 
(A(v))ï�ÅÒÁÔÏÒ A� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÌÑ A.úÁÄÁÞÁ 7.9. ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, V � Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ �k(V )� É �k(V �).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. \åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ" ÚÎÁÞÉÔ: ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ (×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉ-ÓÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ). ÷ �ÏÄÏÂÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �k(V )� �= �k(V �) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏÞÅÎ Ó ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ GL(V ) ÎÁ �k(V )�, �k(V �). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É V � ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ,ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ GL(V )-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ V �= V �. éÎÁÞÅÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V �= V � ÎÅÌØÚÑ.úÁÄÁÞÁ 7.10 (!). ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A 2 End(V ) { ÅÇÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á A�{ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ë A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detA� = detAõËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á (Aij), Á (Bij) �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ (Aij) ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ: Bij = Aji . �ÏÇÄÁ (Bij) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊÄÌÑ (Aij), É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (Aij)?.úÁÄÁÞÁ 7.11 (!). ðÕÓÔØ v1; : : : ; vn, { ÂÁÚÉÓ × V , Á v1; : : : ; vn { Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × V � (viÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ vi × 1, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ vj × ÎÏÌØ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V ) É ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ(Aij). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (Aij)?.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.6. ðÕÓÔØ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÚÁÄÁÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ g. ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ g (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g(Av;Av) = g(v; v), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏv 2 V .úÁÄÁÞÁ 7.12 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ.úÁÄÁÞÁ 7.13 (!). ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÁÄÅ-ÌÅÎÎÏÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. éÓ�ÏÌØÚÕÑ g, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ VÉ V �. �ÏÇÄÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A� ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V . äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A�1 = A�.úÁÄÁÞÁ 7.14 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ �1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.7. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌ-ÇÅÂÒÁ 3) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ.
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áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉúÁÄÁÞÁ 7.15 (*). ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊÆÏÒÍÏÊ !. ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ !, Ô.Å.,ÅÓÌÉ !(Av;Av) = !(v; v). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌØ 1.úÁÄÁÞÁ 7.16 (!). ðÕÓÔØ V Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, Á A { ÍÁÔÒÉ�Á�a b
 d� :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A0 = � d b�
 a� :äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AA0 = � Id, ÇÄÅ � 2 k { ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ � = ad� b
. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍÁÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � 6= 0.úÁÄÁÞÁ 7.17 (!). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � ÒÁ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ A.úÁÄÁÞÁ 7.18. ðÕÓÔØ V { Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, A { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, É �ÕÓÔØ ÅÇÏÍÁÔÒÉ�Á ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏÒÔÏÇÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ËÁË�a b
 d� :éÚ ÚÁÄÁÞÉ 7.14 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ detA = �1.Á. ðÕÓÔØ detA = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b = �
, a = d, É a2 + b2 = 1.Â. ðÕÓÔØ detA = �1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b = 
, a = �d, É a2 + b2 = 1.úÁÄÁÞÁ 7.19 (*). éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, Ï�ÉÛÉÔÅ ÇÒÕ��Õ Ä×ÉÖÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏ-ÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ� 2 ÎÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑÇÒÕ��Á (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 1).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.8. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á (Aij). íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á (Bij) �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ(Aij) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ çÁÕÓÓÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, ÅÓÌÉ (Bij) = (Aij) Æ E, ÇÄÅ E ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÁÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ: 0BBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : 0 : : : 1 : : : : : : :... ... ... ... . . . ... ... ... ...: : : : : : : 1 : : : 0 : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

1CCCCCCCCCCCCCA ; (7.1)
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áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉÌÉÂÏ ÔÁËÏÇÏ: 0BBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : 1 : : : � : : : : : : :... ... ... ... . . . ... ... ... ...: : : : : : : 0 : : : 1 : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

1CCCCCCCCCCCCCA (7.2)
(ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÎÕÌÉ). åÓÌÉ (Bij) = E Æ (Aij), ÇÄÅ E ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË ×ÙÛÅ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ (Bij) �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ (Aij) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ çÁÕÓÓÁ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ.úÁÄÁÞÁ 7.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ çÁÕÓÓÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉÏ�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÈ: (Bij) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (Aij) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÔÒÏË, ÌÉÂÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ëi-Ê ÓÔÒÏËÅ j-Ê ÓÔÒÏËÉ, �ÏÞÌÅÎÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ �. ëÁËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ çÁÕÓÓÁ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ?úÁÄÁÞÁ 7.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ×ÉÄÁ (7.1) ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ -1, Á ÍÁÔÒÉ�Á ×ÉÄÁ (7.2)ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 1.úÁÄÁÞÁ 7.22 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ×ÉÄÁ (7.2) ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÍÁÔÒÉ�Ù, Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÉÄÁ (7.1) ÕÍÎÏÖÁÀÔ ÅÇÏ ÎÁ -1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.9. íÁÔÒÉ�Á (Aij) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Aij = 0 �ÒÉ i < j:0BBBBBBBBB�

� � � : : : � � �0 � � : : : � � �0 0 � : : : � � �... ... ... . . . ... ... ...0 0 0 : : : � � �0 0 0 : : : 0 � �0 0 0 : : : 0 0 �
1CCCCCCCCCA :

íÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Aij = 0 �ÒÉ i 6= j.úÁÄÁÞÁ 7.23 (!). ðÕÓÔØ (Aij) { ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á n � n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(Aij)ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×:det(Aij) =Yi Aii:úÁÄÁÞÁ 7.24. Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ çÁÕÓÓÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ.Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ çÁÕÓÓÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ É �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ�1),Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, �ÒÉ×ÅÄÑ ÅÅ Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. 4



áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉúÁÄÁÞÁ 7.25 (*). ðÕÓÔØ A { ËÏÌØ�Ï Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 2), É �ÕÓÔØÕ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a 2 A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ7.24 ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A.õËÁÚÁÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Ù (aij) ÒÁÚÍÅÒÁ 1� 2, �ÏÔÏÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÍÁÔÒÉ�ÙÒÁÚÍÅÒÁ 1�n (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ n� 1). äÏËÁÖÉÔÅ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ îïä(a11; : : : ; a1n). äÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ m� n, �ÅÒÅÓÔÁ×ØÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ a11 ÓÔÁÌÏ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÍ. ÷ �ÕÎËÔÅ (Â) ÚÁÔÅÍ, �ÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, �ÏÔÏÍ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ, �ÏÔÏÍ×ÎÏ×Ø �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÄÏÂÅÊÔÅÓØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a11 6= 0, É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.çÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ É ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉ�úÁÄÁÞÁ 7.26 (!). ðÕÓÔØ v1; : : : ; vn { ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Á vi1 ^ vi2 ^ � � � ^ vik ,i1 < i2 < � � � < ik { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓ × �k(V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A 2 End V , É�ÕÓÔØ A(i1; i2; : : : ; ik; i01; i02; : : : i0k) { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏA ÎÁ �k(V ), × ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A(i1; i2; : : : ; ik; i01; i02; : : : ; i0k) ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ A ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÓÔÒÏË, ËÒÏÍÅ i1-Ê, i2-Ê, : : : ; ik-Ê, É ×ÓÅÈÓÔÏÌÂ�Ï×, ËÒÏÍÅ i01-ÇÏ, i02-ÇÏ, : : : ; i0k-ÇÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÁËÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÚÑ× ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ A Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ vil × vi0l, Ó×ÅÄÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ËÓÌÕÞÁÀ il = i0l. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ A(i1; i2; : : : ; ik; i01; i02; : : : ; i0k) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÓÔÒÏË,ËÒÏÍÅ i1-Ê, i2-Ê, : : : ; ik-Ê, É ÓÔÏÌÂ�Ï×, ËÒÏÍÅ i01-ÇÏ, i02-ÇÏ, : : : ; i0k-ÇÏ, É �ÏÌÏÖÉÔÅ Aij = 0, ÅÓÌÉ i Éj ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ fi1; i2; : : : ; ikg. üÔÏ Ó×ÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ V = V1 � V2, Á A ÉÍÅÅÔ×ÉÄ B�0V2, ÇÄÅ B 2 End(V1), Á 0V2 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ V2. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØÆÏÒÍÕÌÕ ��(V ) = ��(V1)
 ��(V2), É �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.10. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ A ÎÁ ��(V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍoe ÂÏÌØÛoe ÞÉÓÌÏ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÏÔÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ �N(V ). üÔÏ ÞÉÓÌÏ N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ A (ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ rkA). åÓÌÉ A ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (Aij), ÔÏ rkA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.úÁÄÁÞÁ 7.27 (!). ðÕÓÔØ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ �k(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ�l(V ), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ l > k.úÁÄÁÞÁ 7.28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù { ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÅÅ ÓÁÍÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏÍÉÎÏÒÁ.úÁÄÁÞÁ 7.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁ×ÅÎ ÓÁÍÏÍÕ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÞÉÓÌÕ N , ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ v1; : : : ; vN , ÞÔÏ A(v1); : : : ; A(vN) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.úÁÄÁÞÁ 7.30 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.úÁÄÁÞÁ 7.31. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÎÇÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÅ ÓÔÒÏËÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÅ ÓÔÏÌÂ�Ù �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.úÁÄÁÞÁ 7.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rkA = rkA�. 5



áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉõËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 7.9.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.11. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � : V1 
 V2 �! k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÓ�ÁÒÉ×ÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ v1 2 V1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ v01 2 V2, ÞÔÏ�(v1; v01) 6= 0, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÂÏ v2 2 V2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ v02 2 V1, ÞÔÏ �(v2; v02) 6=0.úÁÄÁÞÁ 7.33. ðÕÓÔØ V1, V2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ � :V1 
 V2 �! k ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V1 É V �2 , É ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.úÁÄÁÞÁ 7.34 (!). ðÕÓÔØ V { n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �k(V )� �= �n�k(V )
 detV �(ÞÅÒÅÚ detV ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �n(V )).õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 7.35. ðÕÓÔØ V { n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ v1; v2; : : : ; vn, É ÄÁÎÏA 2 End V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓ w1; w2; : : : ; wn × �n�1(V ), ÇÄÅ wk = v1 ^ v2 ^ : : : vk�1 ^ vk+1 ^: : : (�ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ×ÓÅ vi, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ). úÁ�ÉÛÅÍ A ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (Aij), É �ÕÓÔØ �Aij { ÍÉÎÏÒ,�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ A ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ i-Ê ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ�n�1(V ) ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ( �Aij).úÁÄÁÞÁ 7.36. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ Ó�Á-ÒÉ×ÁÎÉÅ V 
 �n�1(V )�! det V;ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ v
w �! v^w. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ k �= det V ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ v1^v2^� � �^vn �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × 1. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ V É �n�1(V ). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ × �n�1(V ), Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë v1; v2; : : : ; vn, ÒÁ×ÅÎ w1;�w2; w3;�w4; : : : . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ× ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �n�1(V ) ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ((�1)i+j �Aij).úÁÄÁÞÁ 7.37. ðÕÓÔØ � : V 
V 0 �! k { ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ, Á A 2 EndV ÉB 2 End V 0 { ÔÁËÉÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÞÔÏ �(Av;Bv0) = �(v; v0) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; v0 2 V; V 0. ÷ÙÂÅÒÅÍÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ × V , V 0, É �ÕÓÔØ (�ij) É (�ij) { ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (�ij)Æ(�ij)? = Id.úÁÄÁÞÁ 7.38 (!). ðÕÓÔØ A 2 EndV , ÇÄÅ V { n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍv1; v2; : : : ; vn, Á (Aij) { ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ detA 6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A�1 = 1detA((�1)i+j �Aij)?:õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑV 
 �n�1(V ) ��! detV;ÍÙ ÉÍÅÅÍ �(A(v); A(w)) = detA�(v; w), ÇÄÅ A(w) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ A ÎÁ�n�1(V ). úÁÔÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÄÌÑ (Aij) = (�ij), 1detA((�1)i �Aij) = (�ij)?.6



áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉúÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÞÅ-ÒÅÚ ÍÉÎÏÒÙ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË { ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉ�ÙÓÕÔØ (�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁ �n�1(V ), Á ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ V É �n�1(V ) �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ A ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ detA, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ×ÙÞÉÓÌÉÔØ A�1 ÞÅÒÅÚ detA É �A.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑúÁÄÁÞÁ 7.39 (!). ðÕÓÔØ (Aij) { ÍÁÔÒÉ�Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detA ÒÁ×ÅÎX�2Sn sgn(�)A1�1A2�2 : : : An�nÇÄÅ (�1; �2; : : : ; �n) 2 Sn { �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÇÒÕ��Å ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏË, Á sgn { ÓÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÅÎÚÏÒÁ v1^v2^� � �^vn, ËÏÔÏÒÙÊ ×Ù�ÉÓÁÎ × ÌÉÓÔËÅáÌÇÅÂÒÁ 6 ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÇÒÕ��Å Sn.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.úÁÄÁÞÁ 7.40. ðÕÓÔØ (Aij) ÍÁÔÒÉ�Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detA ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ×ÙÞÉÓÌÅÎ ËÁË A11 �A11 � A12 �A12 + A13 �A13 : : :ÇÄÅ �Aij { ÍÉÎÏÒÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ i-Ê ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ.úÁÄÁÞÁ 7.41 (*). (Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ0BBBB� 1 1 1 : : : 1t1 t2 t3 : : : tnt21 t22 t23 : : : t2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :tn�11 tn�12 tn�13 : : : tn�1n
1CCCCA ;n > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ Qi<j(ti � tj).úÁÄÁÞÁ 7.42 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ0BBBB� t x1 x2 x3 : : : xnt2 x21 x22 x23 : : : x2nt4 x41 x42 x43 : : : x4n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :t2n x2n1 x2n2 x2n3 : : : x2nn
1CCCCA ;É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÞÅÒÅÚ Pn(t; x1; :::xn). ðÕÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ ÒÁ×ÎÏ Z=2Z. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ Pn(t; x1; : : : ; xn) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å t = P�ixi �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ xi. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ, ÞÔÏPn(t; x1; : : : ; xn) = Q(x1; : : : ; xn)Y(t�X�ixi);ÇÄÅ �i 2 Z=2Z, a Q 2 Z=2Z[x1; : : : ; xn℄ ÅÓÔØ ÎÅËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ.7



áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉ�Ù É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉõËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÄÅÌÉÔÅ Pn × ÓÔÏÌÂÉË ÎÁ t�P�ixi. åÓÌÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÎÏÌØ, ÔÏ É �ÒÉ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ËÅ × P (t) ÚÎÁÞÅÎÉÑ t =P�ixi ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÎÏÌØ.úÁÄÁÞÁ 7.43 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Q = Pn�1(xn).úÁÄÁÞÁ 7.44 (*). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÔÏ Q(x1; : : : ; xn) 6= 0.úÁÄÁÞÁ 7.45 (*). (ÔÅÏÒÅÍÁ äÉËÓÏÎÁ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÉÎÏÍFn(t) =Y(t�X�ixi) 2 Z=2Z[x1; : : : ; xn℄:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fn(t) = t2n + n�1Xi=0 
n;it2i ;ÇÄÅ 
n;i 2 Z=2Z[x1; : : : ; xn℄ { �ÏÌÉÎÏÍÙ ÏÔ x1; : : : ; xn.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ÚÁÄÁÞÅÊ 7.42.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÌÉÎÏÍÙ 
n;i 2 Z=2Z[x1; : : : ; xn℄ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ äÉËÓÏÎÁ.úÁÄÁÞÁ 7.46 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Qr (ÒÁ×ÎÙÅ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ äÉËÓÏÎÁ, 
n;i) �ÏÌÉ-ÎÏÍÁ Fn(t) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ S�(V ), ÇÄÅ V - ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÎÁÄ �ÏÌÅÍ Z=2Z Ó ÂÁÚÉÓÏÍ x1; : : : ; xn. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ V , É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (�Ï ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ) ÎÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Qr ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ GL(V ):Qr(x1; x2; : : : ; xn) = Qr(h(x1); h(x2); : : : ; h(xn))ÇÄÅ h 2 GL(V ) { ÌÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ× S�(V ) �ÏÄËÏÌØ�Ï GL(V )-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÌÉ-ÎÏÍÏ×. äÉËÓÏÎ (1911) ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï ÅÓÔØ ËÏÌØ�Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ 
n;i.ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × ÓÔÁÔØÅA PRIMER ONTHE DICKSON INVARIANTS, Contemporary Mathemati
s 19 (1983),421-434. http://www.math.purdue.edu/� wilker/papers/di
kson.pdf
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