
áÌÇÅÂÒÁ 8: ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áÌÇÅÂÒÁ 8: ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �Ï-ÌÉÎÏÍ èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ A 2 EndV { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ v 2 V , ÞÔÏ A(v) = �v. �ÏÇÄÁ v ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏ-ÒÏÍ, Á � { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.úÁÄÁÞÁ 8.1. ðÕÓÔØ V { Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g, Á A 2 End V { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ,ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ �Id. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ(ÔÁËÉÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÎÁËÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ), ÔÏ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g ÎÅ ÚÎÁËÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ Õ A ÅÓÔØ Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ×ÅËÔÏÒÁ. ëÁËÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Õ A × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ?úÁÄÁÞÁ 8.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÏÂÅÊ ×ÉÄÁ P (t)Q(t) , ÇÄÅ P , Q { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ k, É Q 6= 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ P (t)Q(t) � P 0(t)Q0(t) , ÅÓÌÉP (t) = Z(t)P 0(t); Q(t) = Z(t)Q0(t)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ:P (t)Q(t) + P 0(t)Q0(t) = P (t)Q0(t) + P 0(t)Q(t)Q(t)Q0(t) ; P (t)Q(t) P 0(t)Q0(t) = P (t)P 0(t))Q(t)Q0(t)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÌÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. üÔÏ �ÏÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ k(t).úÁÄÁÞÁ 8.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÌÅ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k.úÁÄÁÞÁ 8.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ k, Á K � k { ÄÒÕÇÏÅ �ÏÌÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ K 
k V , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÕÌØÔÉ-�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù K�. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ k. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔØ K 
k V ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V ÎÁÄ k.ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ k É ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End V × ÎÅÍ. �ÅÎ-ÚÏÒÎÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ V ÎÁÄ k(t) ÎÁÄ k, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V 
k k(t). äÅÊÓÔ×ÉÅ AÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ V 
 k(t). úÌÏÕ�ÏÔÒÅÂÌÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ-ÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 Endk(t)(V 
k k(t)) ÞÅÒÅÚA. 1



áÌÇÅÂÒÁ 8: ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍúÁÄÁÞÁ 8.5 (!). ðÕÓÔØ A 2 End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅV ÎÁÄ k, Á det(t �Id�A) 2 k(t) { Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ t �Id�A, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ V 
k k(t).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÄ k ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3. üÔÏÔ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ChpolyA(t).úÁÄÁÞÁ 8.6 (!). ðÕÓÔØ � { ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉChpolyA(t).õËÁÚÁÎÉÅ. ï�ÅÒÁÔÏÒ �Id�A ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � - ËÏÒÅÎØ ChpolyA(t).úÁÄÁÞÁ 8.7. ðÕÓÔØ v1; : : : ; vn { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ó �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.úÁÄÁÞÁ 8.8. ðÕÓÔØ A 2 EndV { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ n ËÏÒÎÅÊ, �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÒÁÚÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ A ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ, ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍÂÁÚÉÓÅ.úÁÄÁÞÁ 8.9 (*). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ C . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁÄ V ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÎÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÌÏÔÎÙ × EndV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙ.úÁÄÁÞÁ 8.10 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ChpolyA(t) = ChpolyBAB�1(t) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ B.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.4. ðÕÓÔØ A 2 EndV { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å, Á ChpolyA(t) = tn + an�1tn�1 + an�2tn�2 + : : : { ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ. ëÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔ an�1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ trA.úÁÄÁÞÁ 8.11 (!). ðÕÓÔØ A ÚÁÄÁÎ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Aij. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ trA =PAii (ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù).úÁÄÁÞÁ 8.12 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ trAB = trBA, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A, B.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ B ÏÂÒÁÔÉÍ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 8.10.úÁÄÁÞÁ 8.13. ðÕÓÔØ V - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍV 
V � �! Hom(V; V ), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ v
� 2 V 
V � × v0 �! �(v0)
 v 2 Hom(V; V ). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 8.14 (*). ðÕÓÔØ A 2 End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á A
A� { ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ A Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ V 
V �. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒ Id 2 V 
V �,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hom(V; V ) �= V 
 V �, É ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ V 
 V � ��! k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ trA = �(A
 A�(Id)).÷ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù2



áÌÇÅÂÒÁ 8: ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍúÁÄÁÞÁ 8.15. ðÕÓÔØ V 0 � V { k-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á A 2End V { Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ V 0 (ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ V 0 × ÓÅÂÑ). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en× V ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ e1; : : : ; ek 2 V 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ0BBBBBBB�
� � � : : : � � �... ... ... . . . ... ... ...� � � : : : � � �0 0 0 : : : � � �... ... ... . . . ... ... ...0 0 0 : : : � � �

1CCCCCCCA :
(ÎÉÖÎÉÊ ÌÅ×ÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË k � (n � k) ÚÁ�ÏÌÎÅÎ ÎÕÌÑÍÉ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÅ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V . ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× 0 = V0 � V1 � V2 � � � � � Vn = V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÌÁÇÏÍ (ÉÌÉ �ÏÌÎÙÍ ÆÌÁ-ÇÏÍ), ÅÓÌÉ dimVi = i. âÁÚÉÓ e1; : : : ; en ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ Ó ÆÌÁÇÏÍ, ÅÓÌÉ ei 2 Vi.íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 EndV ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÌÁÇ fVig, ÅÓÌÉ A(Vi) � Vi.úÁÄÁÞÁ 8.16 (!). ðÕÓÔØ 0 = V0 � V1 � V2 � � � � � Vn = V { ÆÌÁÇ × V , e1; : : : ; en { ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ-ÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ, Á A 2 EndV { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊÆÌÁÇ fVig ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ × ÂÁ-ÚÉÓÅ e1; : : : ; en.úÁÄÁÞÁ 8.17 (!). ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A 2 EndV ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÌÁÇ 0 = V0 � V1 � V2 � � � � � Vn = V (Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÅ).õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÉÔÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å V1 ÌÀÂÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔÅ ÉÎÄÕË�ÉÀ.úÁÄÁÞÁ 8.18 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End V ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ n �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÕ RA × EndV , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimRA = n.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ.úÁÄÁÞÁ 8.19 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ Ä×Á ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÏÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; en.úÁÄÁÞÁ 8.20 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ l ÛÔÕË �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅe1; : : : ; en. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ùï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.6. íÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ Ó×ÏÅÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ: A = A?. íÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÉÌÉ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ,ÅÓÌÉ A = �A?. 3



áÌÇÅÂÒÁ 8: ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.7. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g, Á A 2 EndV { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 V ÉÍÅÅÍ g(Ax; y) = g(x;Ay), É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÍ g(Ax; y) = �g(x;Ay).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.8. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en 2 V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ei �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, Á g(ei; ei) = 1.úÁÄÁÞÁ 8.21. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g, Á e1; : : : ; en { ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ A 2 EndV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏÍÁÔÒÉ�Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�ÁÁÎÔÉ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ.úÁÄÁÞÁ 8.22. ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË g(Ax; y)ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A, É ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ g ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÆÏÒÍÁ g(Ax; y) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, É ËÏÓÏÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ.úÁÄÁÞÁ 8.23. ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V �
V �, Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï End V ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V 
V �.æÏÒÍÁ g ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V É V �. üÔÏ ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V � 
 V � ÉV 
 V �, Ô.Å. ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ × ÚÁÄÁÞÅ 8.22.úÁÄÁÞÁ 8.24 (!). ðÕÓÔØ V - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g, Á A { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V 0 � V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë V 0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.9. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, Á V 
 C ÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ Ó C . ðÏÓËÏÌØËÕ C �= R �p�1 R, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V 
 C �= V �p�1 V . üÔÏÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v 2 V 
C ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØRe v, Im v.úÁÄÁÞÁ 8.25. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V 
C , É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ g ÎÁV 
C �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v 2 V 
CÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v ×ÅËÔÏÒ Re(v)�p�1 Im(v) (ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÙÍ Ë v). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(v; v) = g(Re(v);Re(v)) + g(Im(v); Im(v)).úÁÄÁÞÁ 8.26 (!). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n,ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g (ÔÁËÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ), �ÕÓÔØ A { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Á P (t) { ÅÇÏ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ P (t) ÒÏ×ÎÏ n ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.
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áÌÇÅÂÒÁ 8: ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍõËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ A ÎÁ V 
 C , É �ÕÓÔØ v { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ ÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(v; v) = 0. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØÚÁÄÁÞÅÊ 8.25.úÁÄÁÞÁ 8.27 (!). ðÕÓÔØ V { Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á A 2 V { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ V ÅÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,A ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 8.26 É 8.24.úÁÄÁÞÁ 8.28 (*). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÆÏÒÍÏÊ. ìÀÂÏÊ ÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ?úÁÄÁÞÁ 8.29 (*). ðÕÓÔØ V { Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, a A 2 V { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÙÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ! ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ g(A�; �). ðÕÓÔØ v { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ A2 (Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ! ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ hv; A(v)i.úÁÄÁÞÁ 8.30 (*). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; : : : ; e2m; e2m+1; : : : ; en ! ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅm�1Xi=0 �iei+1 ^ ei+2:úÁÄÁÞÁ 8.31 (*). ðÕÓÔØ A { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á detA { ÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ detA ËÁË �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× A (× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÜÔÏÔÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detA { �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÒÕÇÏÇÏ �Ï-ÌÉÎÏÍÁ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. üÔÏÔ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÆÁÆÆÉÁÎ A.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ 2m = dimV . úÁ�ÉÛÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! ËÁË ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ!m (×ÚÑÔÁÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ��(V �)) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ e1 ^ e2 ^ � � � ^ e2m Ó�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ Q, �ÒÉÞÅÍ Q2 = detA.
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