
áÌÇÅÂÒÁ 9: áÒÔÉÎÏ×Ù ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áÌÇÅÂÒÁ 9: áÒÔÉÎÏ×Ù ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ R ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. çÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ R ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, ÅÓÌÉ R ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.úÁÄÁÞÁ 9.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ × EndV ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ k É A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ k.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. üÌÅÍÅÎÔ r 2 R × ÁÌÇÅÂÒÅ (ÉÌÉ ËÏÌØ�Å) R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ,ÅÓÌÉ rk = 0, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ k 2 N .úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÕÓÔØ r; r0 { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÁÒÔÉÎÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å ÎÁÄ �ÏÌÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ r; r0 ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ.úÁÄÁÞÁ 9.3. ðÕÓÔØ r; r0 { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ Mat(V ). ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ r + r0 ÎÉÌØ-�ÏÔÅÎÔÅÎ?úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏÍ.úÁÄÁÞÁ 9.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 EndV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × V ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ�Å�ÏÞËÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V � V1 � V2 � � � � � Vk = 0, ÞÔÏ A(Vi) = Vi+1úÁÄÁÞÁ 9.5 (!). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 EndV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍÂÁÚÉÓÅ A ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: 0BBBBBBBBB�
0 � � : : : � � �0 0 � : : : � � �0 0 0 : : : � � �... ... ... . . . ... ... ...0 0 0 : : : 0 � �0 0 0 : : : 0 0 �0 0 0 : : : 0 0 0

1CCCCCCCCCA(Ô.Å. ËÁË ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 9.6 (!). ðÕÓÔØ A 2 EndV { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr(A) = det(A) =0, Á ChpolyA(t) = tdimV .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.3. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØ�Ï. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï m � R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ.(i) m ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (Ô.Å. ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ m �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ m)(ii) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 m, a 2 R, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ am ÌÅÖÉÔ × R.1



áÌÇÅÂÒÁ 9: áÒÔÉÎÏ×Ù ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙúÁÄÁÞÁ 9.7. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� R�!R0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ { ÉÄÅÁÌ.úÁÄÁÞÁ 9.8. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : R1 ! R2 ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, �ÒÉÞÅÍR1 { �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ R2 = 0, ÌÉÂÏ f { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 9.9. äÁÎ ÉÄÅÁÌ m � R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ R=m, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ×ÉÄÁ r +m. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ R=m ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØ�Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.4. ëÏÌØ�Ï R=m ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�ÏÍ ËÏÌØ�Á R. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, É ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÌÅ.úÁÄÁÞÁ 9.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ × ÁÒÔÉÎÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.úÁÄÁÞÁ 9.11 (*). ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ × ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ× k[t℄.úÁÄÁÞÁ 9.12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÌØ�Å R. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.5. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ ËÏÌØ�Á R.úÁÄÁÞÁ 9.13 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á R=n �Ï ÅÇÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × R=nÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 9.14. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÉÄÅÁÌ × ÁÒÔÉÎÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ ÓÏ ×ÓÅÍ ËÏÌØ�ÏÍ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ.úÁÄÁÞÁ 9.15 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÒÔÉÎÏ×ÏÍ), ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ ÓÏ×ÓÅÍ ËÏÌØ�ÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ.õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.6. áÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.7. ðÕÓÔØ R1; : : : ; Rn { ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �Ri, ÓÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ (�ÏÞÌÅÎÎÙÍ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑ-ÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ri, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �Ri.úÁÄÁÞÁ 9.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÁÒÔÉÎÏ×ÙÈ ËÏÌÅ� �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ.úÁÄÁÞÁ 9.17. ðÕÓÔØ v { ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ R ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï R, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ 1; v; v2; v3; : : : (ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ v). ðÕÓÔØ ÏÎÏ n-ÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏP (v) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ P = tn+1 + antn + : : : Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÔÁËÏÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.8. üÔÏÔ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Minpoly(v).úÁÄÁÞÁ 9.18. ðÕÓÔØ v 2 R { ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÒÔÉÎÏ×ÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÎÁÄ k, Á P (t) { ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï-ÌÉÎÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Rv, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ v É k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Rv ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØ�Õk[t℄=P ÏÓÔÁÔËÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ P . 2



áÌÇÅÂÒÁ 9: áÒÔÉÎÏ×Ù ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.9. ðÕÓÔØ v 2 R { ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ R, ÞÔÏ v2 = v. �ÏÇÄÁ v ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏÍ.úÁÄÁÞÁ 9.19. ðÕÓÔØ e 2 R { ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ × ËÏÌØ�Å. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1 � e ÔÏÖÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× { ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ.úÁÄÁÞÁ 9.20. ðÕÓÔØ e 2 R { ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ × ËÏÌØ�Å. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×o eR � R (ÏÂÒÁÚÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ e). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ eR { �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × R, e { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × eR, É R =eR � (1� e)R.úÁÄÁÞÁ 9.21 (!). ðÕÓÔØ R = k(t)=P , ÇÄÅ P { �ÏÌÉÎÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ�Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, P = P1P2 : : : Pn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × R ÅÓÔØ m ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎ-ÔÏ× e1; : : : ; en � R, �ÒÉÞÅÍ eiR �= k[t℄=Pi.õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q(t), Q0(t), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ QP1 + Q0P1P3 : : : Pn = 1. îÁ�ÉÛÅÍe = Q0P1P3 : : : Pn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e2 = e( mod P ), É eP1(t) = 0( mod P ). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ,ÞÔÏ k[z℄=P1(z) �= eR, �ÒÉÞÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ z 7! et.úÁÄÁÞÁ 9.22. ðÕÓÔØ R { �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÂÅÚ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ×. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÌÅ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ R { ÎÅ �ÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ k(x) � R, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÎÅÏÂÒÁÔÉ-ÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x 2 R, É �ÒÉÍÅÎÉÔÅ Ë ÎÅÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.10. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ä×Á ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÁ e1; e2 2 R × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ RÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ e1e2 = 0.úÁÄÁÞÁ 9.23. ðÕÓÔØ e1; e2; e3 2 R { ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ × ÁÒÔÉÎÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å R ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, �ÒÉÞÅÍe1 = e2 + e3, Á e2 É e3 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e2; e3 2 e1R É e1R = e2R � e3R.úÁÄÁÞÁ 9.24. ðÕÓÔØ 
har k 6= 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e1; e2; e3 { ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ × ÁÒÔÉÎÏ×ÏÍ ËÏÌØ-�Å R ÎÁÄ k, É e1 = e2 + e3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e2 É e3 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.11. ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, éÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ e × R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ e2; e3, ÞÔÏe1 = e2 + e3.úÁÄÁÞÁ 9.25 (!). ðÕÓÔØ R �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï, Á e { ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ eR { �ÏÌÅ.úÁÄÁÞÁ 9.26 (!). ðÕÓÔØ R { �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ×: 1 = P ei. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ×ÏÚØÍÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ e 2 R, ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ R =eR�(1�e)R, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ. äÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, �ÅÒÅÍÎÏÖØÔÅ Ä×Á ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ 1.úÁÄÁÞÁ 9.27 (!). ðÕÓÔØ R { �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ �ÏÌÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.3



áÌÇÅÂÒÁ 9: áÒÔÉÎÏ×Ù ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙúÁÄÁÞÁ 9.28 (!). ðÕÓÔØ R1  �!R2 { ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÒÔÉÎÏ×ÙÈ ËÏÌÅ�, �ÒÉÞÅÍR1 �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �ÏÌÅÊ �Ï ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÎ-ÄÅËÓÏ× I, R1 = �i2IKi. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R2 = �i2I0Ki, ÇÄÅ I 0 { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I, Á  { ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ (Ô.Å.  ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ Ki, i 2 I 0, É ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÎÁ Ki,i =2 I 0).õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ 1 2 R1 × ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× ei, i 2 I, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏf : eiR! f(ei)R2 ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 2 I, É �ÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 9.8.úÁÄÁÞÁ 9.29 (*). ðÕÓÔØ R = k[t℄=P , Á Õ �ÏÌÉÎÏÍÁ P ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ k. íÏÖÅÔ ÌÉ R ÂÙÔØ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏ? òÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÉ 
har k = 0, 
har k 6= 0.úÁÄÁÞÁ 9.30 (*). ðÕÓÔØ R { �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, Á 1 = e1 + � � �+ en {ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 1 × ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ R ÅÓÔØÒÏ×ÎÏ n �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. ï�ÉÛÉÔÅ ÜÔÉ ÉÄÅÁÌÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ei.úÁÄÁÞÁ 9.31 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï R ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k (ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ). äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× R { ÜÔÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ R.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.12. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, Á g { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ R. æÏÒÍÁ gÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ g(x; yz) = g(xy; z) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y, z.úÁÄÁÞÁ 9.32. ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Ám { ÉÄÅÁÌ × R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m? { ÔÏÖÅ ÉÄÅÁÌ.úÁÄÁÞÁ 9.33 (*). îÁÊÄÉÔÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï, ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.úÁÄÁÞÁ 9.34 (!). ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕa; b�! tr(ab), ÇÄÅ tr(ab) { ÓÌÅÄ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Lab 2 EndR, x Lab7! abx. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉÆÏÒÍÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ R �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏ, Á 
har k = 0, ÔÏÆÏÒÍÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 9.6. ÷ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅÓÎÁÞÁÌÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ ËÏÇÄÁ R { �ÏÌÅ.úÁÄÁÞÁ 9.35. ðÕÓÔØ V , V 0 { ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ k, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒ-ÍÁÍÉ g, g0. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ V 
 V 0 ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ g 
 g0, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚg 
 g0(v 
 v0; w 
 w0) = g(v; w)g0(v0; w0)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒ-ÍÕ ÎÁ V 
 V 0.úÁÄÁÞÁ 9.36. ðÕÓÔØ R, R0 { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ R 
 R0. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ R 
 R0 ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ v 
 v0 � w 
 w =vw 
 v0w0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØ�ÁÎÁ R
 R0.úÁÄÁÞÁ 9.37. ï�ÉÛÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ C 
R C .úÁÄÁÞÁ 9.38. ï�ÉÛÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ Q [p�1 ℄
Q Q [p�1 ℄.4



áÌÇÅÂÒÁ 9: áÒÔÉÎÏ×Ù ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙúÁÄÁÞÁ 9.39 (!). ðÕÓÔØ P (t) É Q(t) { �ÏÌÉÎÏÍÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ K1 = k[t℄=P (t) ÉK2 = k[t℄=Q(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K1 
K2 �= K1[t℄=Q(t) �= K2[t℄=P (t).úÁÄÁÞÁ 9.40 (*). ðÕÓÔØ R, R0 { ÁÒÔÉÎÏ×Ù ËÏÌØ�Á ÎÁÄ k, 
har k = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ a; b�! tr(ab) ÎÁ ÎÉÈ ÞÅÒÅÚ g, g0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅR 
 R0 Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÒÔÉÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ g 
 g0 ÎÁ R 
 R0.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g 
 g0 ÒÁ×ÎÁ ÆÏÒÍÅ a; b�! tr(ab).úÁÄÁÞÁ 9.41 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÁÒÔÉÎÏ×ÙÈ ËÏÌÅ� ÎÁÄ�ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 9.34.úÁÄÁÞÁ 9.42 (*). îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ Ä×Á �ÏÌÑ K1, K2, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÄ Q É ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ Q , ÞÔÏK1 
Q K2 { ÔÏÖÅ �ÏÌÅ.úÁÄÁÞÁ 9.43 (*). ðÕÓÔØ P (t) 2 Q [t℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÏÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ r ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ÒÏ×ÎÏ 2s ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(Q [t℄=P ) 
Q R =Ms C �Mr R:úÁÄÁÞÁ 9.44 (*). ðÕÓÔØ P (t) { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ Q , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Á v 2 Q [t℄=P { ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ × Q � Q [t℄=P . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ÎÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.
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