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1 Ëåêöèÿ 1.

Ïóñòü V ,W � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ãðó-
áî ãîâîðÿ, àíàëèç ìíîãèõ ïåðåìåííûõ èçó÷àåò îòîáðàæåíèÿ f : V → W � èëè, èíûìè ñëîâàìè,
W -çíà÷íûå ôóíêöèè íà V . Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ èç äðóãèõ îáëàòåé ìàòåìà-
òèêè, èç ôèçèêè è ò.ä. Îäíàêî ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü óñòðîåíî íåâåðîÿòíî
ñëîæíî; ïîýòîìó ïåðâàÿ çàäà÷à � âûäåëèòü êëàññ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå âåäóò ñåáÿ �äîñòàòî÷-
íî õîðîøî�. Ïðè ýòîì êëàññ ýòîò äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû âêëþ÷àòü â ñåáÿ
âñå �åñòåñòâåííûå� ïðèìåðû.

Àíàëèç îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ äèñöèïëèí òåì, ÷òî ôóíêöèè â íåì èçó÷àþòñÿ ëîêàëüíî �
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ f �âáëèçè� êàæäîé òî÷êè x ∈ V áûëà áëèçêà ê �õîðîøåé�. Íàäî
ïîíÿòü, ÷òî òàêîå �âáëèçè� è ÷òî òàêîå �õîðîøàÿ ôóíêöèÿ�.

Èñòîðè÷åñêè, �âáëèçè� îçíà÷àëî �ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ñäâèãå� (ñàì òåðìèí �àíàëèç� ýòî
ñîêðàùåíèå îò �àíàëèç áåñêîíå÷íî ìàëûõ�). Ñåé÷àñ ïðî áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðåäïî÷èòàþò íå
ãîâîðèòü, íî êàêîé-òî ñïîñîá îòëè÷àòü �ìàëûå� èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà íóæåí. Ïîýòîìó ïðåä-
ïîëàãàþò, ÷òî íà V è íà W çàäàíû åâêëèäîâû ìåòðèêè, òàê ÷òî îáà ñòàíîâÿòñÿ ìåòðè÷åñêèìè
ïðîñòðàíñòâàìè. Òåïåðü ìîæíî, íàïðèìåð, âûáðàòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε > 0, è ñêàçàòü, ÷òî
áëèçêèå òî÷êè V � ýòî òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå ε.

Êàêèå æå ôóíêöèè íà V ïðèçíàòü �õîðîøèìè�? Ñàìûå õîðîøèå ôóíêöèè ýòî êîíå÷íî ïî-
ñòîÿííûå. Ôóíêöèÿ, áëèçêàÿ ê ïîñòîÿííîé âîçëå êàæäîé òî÷êè x ∈ V � ýòî íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ (íàïîìíèì îïðåäåëåíèå: f : V → W íåïðåðûâíà â òî÷êå x ∈ V , åñëè f(x) = limv→0 f(x+v),
÷òî â ñâîþ î÷åðåäü çíà÷èò �äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî èç ‖v‖ < δ ñëåäóåò
‖f(x + v) − f(x)‖ < ε�). Îäíàêî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè òîæå ìîãóò áûòü óñòðîåíû ñëèøêîì
ñëîæíî � íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç îòðåçêà â êâàä-
ðàò (êðèâàÿ Ïåàíî). Òðåáóåòñÿ áîëåå òîíêîå óñëîâèå: ôóíêöèÿ äîëæà áûòü áëèçêà ê õîðîøåé
â áîëåå ñèëüíîì ñìûñëå. ×òîáû òàêîå óñëîâèå áûëî ïðèìåíèìî íà ïðàêòèêå, íàäî ðàñøèðèòü
êëàññ õîðîøèõ ôóíêöèé � êðîìå êîíñòàíò, �õîðîøèìè� îáúÿâëàþò ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
P : V → W .

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : V → W äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ∈ V , åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ P : V → W âåðíî ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû
C > 0 åñòü òàêîå δ > 0, ÷òî

(1.1) ‖f(x+ v)− f(x)− P (v)‖ < C‖v‖

ïðè ‖v‖ < δ.

Çàìå÷àíèå 1.2. Â ýòîì îïðåäåëåíèè íà ñàìîì äåëå íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû f áûëà îïðåäåëåíà
íà âñåì V ; íà ïðàêòèêå, ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå òîëüêî íà êàêîì-òî
îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ V .

Çàìå÷àíèå 1.3. Îïðåäåëåíèå òðåáóåò ââåäåíèÿ åâêëèäîâûõ ìåòðèê íà V èW , íî íå çàâèñèò
îò ýòîãî âûáîðà: äåéñòâèòåëüíî, åñëè äàíû äâå ìåòðèêè ‖ − ‖1, ‖ − ‖2, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
êîíñòàíòû C2 > C1 > 0, ÷òî C1‖v‖2 < ‖v2‖1 < C2‖v‖2 (ïî÷åìó? � óïðàæíåíèå).

Çàìå÷àíèå 1.4. Ïóñòü åñòü äâå âåëè÷èíû A(h), B(h), çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà h, è âåùå-
ñòâåííîçíà÷íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ G(h) < 0. Ãîâîðÿò � òî÷íåå, ïèøóò � ÷òî

A(h) = B(h) + o(G(h))

ïðè h → h0, åñëè äëÿ ëþáîãî C > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ‖A(h)− B(h)‖ < CG(h) ïðè
‖h − h0‖ < δ. Ïðè àêêóðàòíîì èñïîëüçîâàíèè, ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò ñèëüíî óïðîñèòü
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ôîðìóëû. Óñëîâèå (1.1) â íèõ çàïèøåòñÿ òàê:

f(x+ v) = f(x) + P (v) + o(‖v‖)

ïðè v → 0.

Ëåììà 1.5. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå P : V → W . Åñëè P (v) = o(‖v‖) ïðè v → 0,
òî P (v) òîæäåñòâåííî ðàâíî 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî λ > 0 èìååì

P (v) =
P (λ(v))

λ
.

Ò.ê. P (v) = o(‖v‖) ïðè v → 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü o(1) ïðè λ → 0. Ò.ê. ëåâàÿ ÷àñòü îò λ íå
çàâèñèò, îáå òîæäåñòâåííî ðàâíû 0. �

Â ñèëó ýòîé Ëåììû, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå P â Îïðåäåëåíèè 1.1 îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî;
îíî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x ∈ V , è îáîçíà÷àåòñÿ

D(f)x ∈ Hom(V,W ).

Íàïðèìåð, ïóñòü f : V → W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå; òîãäà îíî äèôôåðåíöèðóåìî â êàæäîé
òî÷êå x ∈ V , è D(f)x = f ((1.1) âûïîëíåíî ñ íóëåâûì îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì). Â îáùåì ñëó÷àå,
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé ôàêò. Âîçüìåì âåêòîð
v ∈ V è ôóíêöèþ f : U → V , äèôôåðåíöèðóåìóþ â òî÷êå x ∈ U ; òîãäà

(1.2) Dfx(v) = lim
λ→0

1

λ
(Tλv(f)(x)− f(x))

(çäåñü Tv � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð v, a Tv(f) � ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç f ïàðàë-
ëåëüíûì ïåðåíîñîì � èíûìè ñëîâàìè, Tv(f)(x) = f(Tv(x)) = f(x + v)). Âìåñòî Dfx(v) ìû
èíîãäà áóäåì ïèñàòü Dv(f)(x); òîãäà (1.2) âûðàæàåò îïåðàöèþ Dv íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
êàê ïðåäåë îïåðàöèé Tλv. Ïðàâàÿ ÷àñòü (1.2) � åñëè îíà ñóùåñòâóåò � íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v (ïðè ýòîì f ìîæåò è íå áûòü
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x).

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : U → W íà îáëàñòè U ⊂ V , êîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé
òî÷êå x ∈ U . Íàçîâåì ïðîèçâîäíîé f ôóíêöèþ Df : U → Hom(V,W ), x 7→ D(f)x. Åñëè ïðîèç-
âîäíàÿ Df íåïðåðûâíà, ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f (îäèí ðàç) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïî
èíäóêöèè, ãîâîðÿò ÷òî f k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà, à
Df íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà (k − 1) ðàç. Ïðîñòðàíñòâî W -çíà÷íûõ k ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà U îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ck(U,W ). Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé f : U → W îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C0(U,W ). Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû íà U ëþáîå ÷èñëî ðàç, îáîçíà÷àåòñÿ C∞(U,W ).

Ëåììà 1.6. (i) Åñëè äàíû f, g ∈ Ck(U,W ), òî f + g ∈ Ck(U,W ), è D(f + g) = Df +Dg.

(ii) Åñëè äàíû f ∈ Ck(U,W ), g ∈ Ck(U,R), òî fg ∈ Ck(U,W ), è

(1.3) D(fg) = D(f)g + fD(g).

(iii) Åñëè äàíû f ∈ Ck(U,W ) è g ∈ Ck(U ′,W ′), ãäå îáëàñòü U ′ ⊂ W ñîäåðæèò f(U) ⊂ W ,

òî g ◦ f ∈ Ck(U,W ′), è
D(g ◦ f)x = Dgf(x) ◦Dfx.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óïðàæíåíèå. �

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ck(U,W ), k-êðàòíàÿ ïðîèçâîäíàÿDkf îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:
ïîëàãàåì Dkf = D(Dk−1f). Ïóñòü ñíà÷àëà V îäíîìåðíî, V = R. Òîãäà Hom(V,W ) = W , è
ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ Df � à ñëåäîâàòåëüíî, è êðàòíûå ïðîèçâîäíûå Dkf � ñóòü ôóíêöèè èç
U â W . Ñëåäóþùèé âàæíûé òåõíè÷åñêèé ôàêò ïîçâîëÿåò òî÷íåå îöåíèòü ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí
o(‖v‖) â (1.1)

Ëåììà 1.7 (Òåîðåìà î ìàëîì ïðèðàùåíèè.). Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f ∈ C1(U,W ), U ⊂
R, è f(x) = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ U . Òîãäà

‖f(x+ v)‖ ≤ sup
0≤λ≤1

‖Df(x+ λv)‖‖v‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = f(x + v) − f(x), è ïóñòü O : W → w · R � îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ íà îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà w. Ïî Ëåììå 1.6 (ii), ôóíêöèÿ f1 =
O ◦ f : U → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì ïîñêîëüêó ‖DOx(w

′)‖ = ‖O(w′)‖ ≤ ‖w′‖
äëÿ ëþáîãî ‖w′‖, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèè f1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
g(λ) = f1(x + λv) − λf1(x + v) èç îòðåçêà [0, 1] â R; òîãäà g(0) = g(1) = 0, è äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî λ ∈ [0, 1] èìååì Dgλ = 0. Ò.ê. îòðåçîê êîìïàêòåí, òî g äîñòèãàåò
íà íåì è ìàêñèìóìà, è ìèíèìóìa. Åñëè è òî, è äðóãîå ïðîèñõîäèò â êîíöàõ îòðåçêà, òî g(λ)
òîæäåñòâåííî ðàâíà 0. Èíà÷å îíà äîñòèãàåò � ñêàæåì, ìàêñèìóìà � âî âíóòðåííåé òî÷êå
λ ∈]0, 1[. Ïîäõîäÿ ê íåé ñïðàâà è ñëåâà, è âû÷èñëÿÿ Dgλ ïî (1.2), ïîëó÷àåì Dgλ = 0. �

Ñëåäñòâèå 1.8. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f ∈ Ck(U,W ), U ⊂ R, è f(x) = Dfx = · · · = Dk−1fx = 0
â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ U . Òîãäà

‖f(x+ v)‖ ≤ sup
0≤λ≤1

Dkf(x+ λv)‖v‖k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî k:

‖f(x+ v)‖ ≤ ‖v‖ sup
0≤λ≤1

Df(x+ λv) ≤ ‖v‖ sup
0≤λ,λ′≤1

Dk−1f(x+ λλ′v)λk−1‖v‖,

÷òî íå áîëüøå òðåáóåìîãî. �

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ, êîãäà V îáùåå. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî k ≥ 1
îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Hom(V ⊗k,W ) W -çíà÷íûõ ïîëèëèíåéíûõ ôîðì ñòåïåíè k íà V . Èñ-
ïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû Hom(V,Hom(V ⊗(k−1),W )) ∼= Hom(V ⊗k,W ), êðàòíûå ïðî-
èçâîäíûå ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ck(U,W ) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ôóíêöèè Dkf : U →
Hom(V ⊗k,W ).

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ôóíêöèÿ P : V → W , çàäàííàÿ ôîðìóëîé

P (v) = A(v ⊗ v ⊗ · · · ⊗ v)

äëÿ êàêîé-òî ïîëèëèíåéíîé ôîðìû A ∈ Hom(V ⊗k,W ), íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñòåïåíè

k.

Íåôîðìàëüíî, ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ k-êðàòíûõ ïðîèçâå-
äåíèé âèäà x1(v)x2(v) . . . xk(v)w, ãäå w ∈ W � êàêîé-òî âåêòîð, à x1, x2, . . . , xk ∈ V ∗ � ëèíåéíûå
ôîðìû íà V . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k = 2, W = R òàêèå ôóíêöèè èçó÷àëèñü â ëèñòêå Àëãåáðà 3 �
ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèììåòðè÷åñêèìè áèëèíåéíûìè ôîðìàìè è êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöè-
ÿìè íà V . Âîîáùå, äëÿ ëþáîãî k ïîëèíîìèàëüíûå ôîðìû îáðàçóþò êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî Sk(V,W ), ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Hom(V ⊗k,W ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sym êàíîíè÷å-
ñêîå îòîáðàæåíèå Hom(V ⊗k,W )→ Sk(V,W ).
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Ëåììà 1.10. Ïóñòü P ∈ Sk(V,W ) � ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà P ∈ C∞(V,W ), DpP =
0 äëÿ âñåõ p 6= k, ïîëèíåéíàÿ ôîðìà DkP0 ∈ Hom(V ⊗k,W ) ñèììåòðè÷íà ïî âñåì àðãóìåíòàì,

è SymDkP0 = k!P .

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî DkP ñèììåòðè÷íà, íàäî äîêàçàòü, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå Dv1 , Dv2 , . . . , Dvk ïî ëþáîìó íàáîðó âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vk êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.
Ïî èíäóêöèè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êîììóòèðóþò D1 = Dv1 è D2 = Dv2 .

Àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ D = D1D2−D2D1 òîæå óäîâëåòâîðÿ-
åò (1.3) (êîòîðîå, êñòàòè, íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà). Ïî ëèíåéíîñòè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
÷òî DP = 0 äëÿ P = x1 . . . xkw, x1, . . . , xk ∈ V ∗, w ∈ W . Ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà, äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Dxi = 0, ÷òî î÷åâèäíî. �

Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïî (1.2), èìååì

D1D2P = lim
λ1→0

lim
λ2→0

1

λ1λ2
(Tλ1v1(Tλ1v1(f))− Tλ1v1(f)− Tλ2v2 + f).

Íî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû Tλ1v1 è Tλ2v2 êîììóòèðóþò; ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ D2D1P îòëè÷à-
åòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ïðåäåëîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñêîëüêó P � ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ,
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λ1→0,λ2→0

1

λ1λ2
(Tλ1v1(Tλ1v1(f))− Tλ1v1(f)− Tλ2v2 + f)

îäíîâðåìåííî ïî λ1 è λ2. Ïîýòîìó â êàêîì ïîðÿäêå âû÷èñëÿòü ïðåäåë, âñå ðàâíî. �

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî SymDkP0 = k!P . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü DkP (v, v, . . . , v)
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v, ò.å. âû÷èñëèòü Dk

vP è ñðàâíèòü åãî ñ P (v). Íî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ïðîèçâîäíûå Dk

vf(0) çàâèñÿò òîëüêî îò îãðàíè÷åíèÿ f íà ïðÿìóþ l = {λ · v} ⊂ V .
Ïîýòîìó ìîæíî çàìåíèòü V íà ýòó ïðÿìóþ è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî dimV = 1. Íî íà ïðÿìîé
ëþáàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä λxk, ãäå λ � ÷èñëî, à x � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, è
ôîðìóëà SymDkP0 = k!P ñðàçó ñëåäóåò èç (1.3). �

Çàìå÷àíèå 1.11. Íà ñàìîì äåëå, îòîáðàæåíèå Sym îòîæäåñòâëÿåò Sk(V,W ) ñ ïðîñòðàíñòâîì
ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíåéíûõ ôîðì V ⊗k → W . Íàì â áëèæàéøåå âðåìÿ ýòîò ôàêò íå ïîíàäî-
áèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 1.12. Åäèñíòâåííîå ìåñòî â ãåîìåòðè÷åñêîì äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû D1D2 =
D2D1, ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ïîëèíîìèàëüíîñòü P � ýòî â òîì óòâåðæäåíèè, ÷òî ñóùåñòâó-
åò îäíîâðåìåííûé ïðåäåë. Ê ñîæàëåíèþ, õîòÿ óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
C2(U,W ), ïðîñòî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îäíîâðåìåííîãî ïðåäåëà â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ.
Ïîýòîìó ñàìî óòâåðæäåíèå ìû íèæå âûâåäåì èç Ëåììû 1.10.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åâêëèäîâû ìåòðèêè íà V è W çàäàþò åâêëèäîâó ìåòðèêó è íà ïðî-
ñòðàíñòâå ïîëèëèíåéíûõ ôîðì Hom(V ⊗k,W ) = V ∗⊗k ⊗W . Ýòà êîíêðåòíàÿ ìåòðèêà, êîòîðóþ
ìû âïðåäü è áóäåì èñïîëüçîâàòü, õîðîøà ñëåäóþùèì.

Ëåììà 1.13. Äëÿ ëþáîãî A ∈ Hom(V ⊗k,W ) è ëþáûõ v1, . . . , vk ∈ V èìååì

(1.4) ‖P (v)‖ ≤ ‖A‖‖v1‖ . . . ‖vk‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé k = 1. ÅñëèW îäíîìåðíî, òî,
ïîñêîëüêó åâêëèäîâà ìåòðèêà íà V ∗ = Hom(V,R) ïîëó÷àåòñÿ èç îòîæäåñòâëåíèÿ q : V ∼= V ∗,
çàäàííîãî ìåòðèêîé Q íà V , óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

|A(v)|2 = Q(v, q(A))2 ≤ Q(v)Q(q(A)) = ‖v‖2‖A‖2.
Â îáùåì ñëó÷àå, âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ w1, . . . , w1 ∈ W . Òîãäà A(v) = A1(v)w1 +
· · ·+ An(v)wn, ãäå A1, . . . , An � ëèíåéíûå ôîðìû íà V , è ìû èìååì

‖A(v)‖ =
√
|A1(v)|2 + · · ·+ |An(v)|2 ≤

√
‖A1‖2‖v|2 + · · ·+ ‖An‖2‖v|2

= ‖v‖
√
‖A1‖2 + · · ·+ ‖An‖2 = ‖v‖‖A‖. �

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå Sym : Hom⊗k V,W ) → Sk(V,W ) ñþðúåêòèâíî, ìîæíî âûáðàòü
îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå Hom⊗k V,W ) ∼= Sk(V,W )⊕ (Sk(V,W ))⊥, è ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèåì
åâêëèäîâó ìåòðèêó íà Sk(V,W ) ñ òåì æå ñâîéñòâîì � ‖P (v)‖ ≤ ‖P‖‖v‖k.

Ïóñòü f ∈ Ck(U,W ), è ïóñòü P k(f)x = SymDkfx � ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïîëèëèíåéíîé ôîðìå Dkfx. Òîãäà ïî Ëåììå 1.6 (ii), P k(f)x èìååò ñëåäóþùèé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñëå: åñëè îãðàíè÷èòü ôóíêöèþ f íà êàêóþ-íèáóäü ïðÿìóþ x+ λv, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó x ∈ U , òî k-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, âû÷èñëåííàÿ
â òî÷êå x, ðàâíà P k(f)x(v).

Ïðåäëîæåíèå 1.14 (Ðÿä Òýéëîðà). Ïóñòü äàíà f ∈ Ck(U,W ) è òî÷êa x ∈ U ; òîãäà

f(x+ v) = f(x) + P 1fx(v) + · · ·+
1

k!
P kfx(v) + o(‖v‖k)

ïðè v → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî Ëåììå 1.10, óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé f (ïðè÷åì
âåðíî ñ íóëåâûì îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì). Ïîýòîìó ìîæíî âû÷åñòü èç f âñå ïîëèíîìû 1

l!
P lfx(v),

è äîêàçûâàòü, ÷òî åñëè f(x) = P 1fx(v) = · · · = P kfx(v)0, òî f(x + v) = o(‖v‖k) ïðè v → 0.
Îãðàíè÷èâàÿ f íà ïðÿìóþ x+ λv, λ ∈ R, ïî ñëåäñòâèþ 1.8 ïîëó÷àåì

‖f(x+ v)‖ ≤ sup
0≤λ≤1

‖P kfx+λv(v)‖‖v‖k−1.

Ïîýòîìó åñëè ‖v‖ < δ, òî, ó÷èòûâàÿ (1.4),

‖f(x+ v)‖ ≤ ‖v‖k−1 sup
v,‖v‖<δ

‖P kfx+v‖‖v‖.

Íî òàê êàê P kfx+v � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò v, à P
kfx = 0, òî âûðàæåíèå supv,‖v‖<δ ‖P kfx+v‖

åñòü o(1) ïðè δ → 0. �

Ñëåäñòâèå 1.15. Ïóñòü f ∈ Ck(U,W ), x ∈ U . Òîãäà ïîëèëèíåéíàÿ ôîðìà Dkfx íà V ñèì-

ìåòðè÷íà ïî âñåì àðãóìåíòàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 1.14, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ïîëèíîìè-
àëüíûõ ôóíêöèé � âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî (1.2), âèäèì, ÷òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí íå äàåò â íåå
íèêàêîãî âêëàäà. Íî äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî â Ëåììå 1.10.
�

Óïðàæíåíèå 1.16. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàäàí áàçèñ v1, . . . , vn; ïóñòü, êðîìå òîãî, äà-
íàí íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : U → W . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Dvifx
ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû ïî x ∈ U . Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà. Âåðíî ëè, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå x ∈ U , åñëè íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Dvif íåïðåðûâíû?


