ìÅËÃÉÑ 1.

ðÏÎÑÔÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. óÌÏŒÁÒØ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ/ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ É ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÅËÔÒÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. ëÒÁÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ A^n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k { ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ A^n ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎÃËÉÊ f_1; : : : ; f_m ∈ k[x_1; : : : ; x_n] ÎÁ A^n . áÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÜÔÏ ÂÁÚÏŒÙÊ ÏÂSSÅËÔ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÕÄÏÂÎÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ V → A^n ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÓÕÔÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÂSSÅËÔ (ÓÁÍÙÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ { ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ A^n , ËÏÔÏÒÁÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ).

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ŒŒÏÄÑÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÄÅÁÌÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. éÄÅÁÌÏÍ a ⊂ A (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ) ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ A, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ/ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A: ÅÓÌÉ f ∈ a, a ∈ A, ÔÏ fa ∈ a. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ f_1; : : : ; f_m ∈ A, ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ f_1; : : : ; f_m ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ a_1f_1 + · · · + a_mf_m; ÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (f_1; : : : ; f_m) ⊂ A. éÄÅÁÌ a ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÅÓÌÉ a ≠ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (f_1; : : : ; f_m) ⊂ A { ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÄÅÁÌ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÓŒÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ A^n ÚÁÄÁÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ f_1; : : : ; f_m ∈ k[x_1; : : : ; x_n], ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÎÁ V { ÐÏÜÔÏÍÕ V ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ a = (f_1; : : : ; f_n) ∈ A É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ f_1; : : : ; f_m. ôÁË ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V = V (a) ⊂ A^n , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÉÄÅÁÌÕ a ⊂ k[x_1; : : : ; x_n], ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ a.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÛÉÔØ ŒÔÏÒÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ { ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÁÚÏŒÙÊ ÏÂSSÅËÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÂÅÚ ÓŒÑÚÉ Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ V ⊂ A^n . ðÏËÁ ÞÔÏ, ÎÁÛÅ V (a) ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÂÅÚ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. þÔÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ? áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ, ÉÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ V (a) ⊂ A^n ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ k[x_1; : : : ; x_n] ÎÁ A^n ÎÁ ÎÁÛÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ a ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ V (a) ÎÕÌÅÍ; ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÕÑÓØ ÜÔÉÍ, ŒŒÏÄÑÔ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ëÏÌØÃÏÍ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ) ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ V (a) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ A = k[x_1; : : : ; x_n]=a.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ { ÜÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ V (a), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÍÅÔØ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏ ÎÅÊ ËÏÌØÃÏ A = k[x_1; : : : ; x_n]=a. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌØÃÏ A ÜÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÅÒŒÉÞÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ: Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a) ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ËÏÌØÃÕ A. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. éÄÅÁÌ m ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ A, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m^′ ⊂ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ m, ÔÏ m = m^′.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. éÄÅÁÌ m ⊂ A ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A=m { ÐÏÌÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÏÌÅ A=m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ìÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÅÓÌÉ Œ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ X ÌÀÂÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1 ≤ x_2 ≤ : : : ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x ∈ X, x_i ≤ x, ÔÏ Œ X ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ∈ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ a, ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ m ⊂ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏÞÅÍÕ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ Max(A) ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. åÓÌÉ a ⊂ k[x_1; : : : ; x_n] { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ V (a) ⊂ A^n ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ A { ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ËÁË

A = k[x_1; : : : ; x_n]=a;

ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ a ⊂ k[x_1; : : : ; x_n]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Max_k(A) ⊂ Max(A) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÁËÉÓÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ Max_k(A) ∼= V (a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ A^n , ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÏÌØ Œ x, ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m_x ⊂ k[x_1; : : : ; x_n], ÐÒÉÞÅÍ k[x_1; : : : ; x_n]=m_x ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ k, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ É ÌÅÖÉÔ Œ Max_k(A). ðÒÉ ÜÔÏÍ x ∈ V (a) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a ⊂ m_x. ôÁËÉÅ ÉÄÅÁÌÙ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÏÏŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÉÄÅÁÌÁÍ ÆÁË- ÔÏÒËÏÌØÃÁ k[x_1; : : : ; x_n]=a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ \ÔÏÞËÉ V (a)" ⇒ \ÉÄÅÁÌÙ ÉÚ Max_k(k[x_1; : : : ; x_n]), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ a ⇔ \ÉÄÅÁÌÙ ÉÚ Max_k(A)". îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ { ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ k[x_1; : : : ; x_n] Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÔÏÞËÉ A^n . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ õÐÒÁÖÅÎÉÉ 1.4 a ∈ Max_k(A), ÔÏ V (a) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÏ { ÏÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀ- ÂÏÊ m ∈ Max_k(k[x_1; : : : ; x_n]) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : k[x_1; : : : ; x_n] → k ∼= k[x_1; : : : ; x_n]=m, É ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ m = m_x, ÇÄÅ x ∈ A^n ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ’(x_1); : : : ; ’(x_n). □ ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ËÏÌØÃÕ ÆÕÎËÃÉÊ A = k[x_1; : : : ; x_n]=a. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÞÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a) ⊂ A^n . á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÉÄÅÁÌ a = (x^2) ⊂ k[x]. ôÏÇÄÁ V (a) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ 0 ∈ A^1 , ÎÏ A = k[x]=x^2 ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÌÅ k { Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÅÝÅ ÜÌÅÍÅÎÔ x; ÈÏÔÑ x^2 = 0 Œ A, ÓÁÍÏ x ÎÕÌÀ ÎÅ ÒÁŒÎÏ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÉÄÅÁÌÕ a ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ 0, \ŒÚÑÔÁÑ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 2". îÁ ÕÒÏŒÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÈÏÒÏÛÏ ŒŒÅÓÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÔÒÕÄÎÏ; Á ŒÏÔ ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ A ÐÏÍÎÉÔ ÐÒÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÐÅÒŒÉÞÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ, É ÐÏÄ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÐÏÎÉÍÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ.

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ, ÐÒÉ ÐÅÒŒÙÈ ÐÏÐÙÔËÁÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (á. œÅÊÌØ, ï. úÁÒÉÓÓËÉ) ÔÁË É ÄÅÌÁÌÉ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÉÄÅÁÌØÎÏ: ÈÏÔÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÑŒÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ A^n ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ { ŒÙÂÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÂÏÒ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ { ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k. œÓÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÉÞÅÇÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ \ÓÁÍÏÅ ÍÁÌÅÎØËÏÅ" ÐÏÌÅ k, ËÏÔÏÒÏÅ ŒËÌÁÄÙŒÁÌÏÓØ ÂÙ Œ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ { ÎÏ ÔÁ- ËÏÇÏ ÐÏÌÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÎÅÔ; Œ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ Z, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÌÅ, Œ ÎÅÍ Œ ÓÁÍÏÍ ÍÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÏŒ, É, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Z ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÄÉÎ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ { ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ { ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÐÏÌÅÍ ÓŒÏÅ; Á ÅÓÌÉ ÂÏÒÏÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍ, ÏÂSSÑŒÉŒ ÔÏÞËÏÊ Z, ÔÏ ÔÏÞËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÅ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÔ Q, ÞÁÓÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ { ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ { ÎÁÄ ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. åÓÌÉ ŒÙÂÏÒ ÐÏÌÑ ÚÁÛÉÔ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÕËÌÀÖÉÍ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó ÎÁÞÁÌÁ XX ŒÅËÁ ÂÙÌÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÁÚÏŒÏÅ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÔÏÖÅ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ËÏÌØÃÕ A. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ä. çÉÌØÂÅÒÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.8 (ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ŒÅÒÓÉÑ). ðÕÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ K ÐÏÌÑ k ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË k-ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_1; : : : ; x_n ∈ K. ôÏÇÄÁ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ k^′ ⊃ k { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ¸ ∈ k^′, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ: ÉÌÉ ¸ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ P (¸) = 0, P ∈ k[x] { ÔÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ¸ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁ k { ÉÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅÔ, É ÔÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ¸ ÔÒÁÎÓÃÅÄÅÎÔÅÎ ÎÁÄ k. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ P (x) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÓËÁÖÅÍ d, É ÔÏÇÄÁ k^′ = k[x]=P (x) ÅÓÔØ d-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1; ¸; : : : ; ¸^{d−1}. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, k^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(x) ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÄ k.

éÚÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄÏË ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ x_1; : : : ; x_n ∈ K, ÄÏÂØÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ x_i, i ≤ r ÂÙÌÉ ÔÒÁÎÓÃÅÄÅÎÔÎÙ ÎÁÄ k(x_1; : : : ; x_{i−1}), ÔÁË ÞÔÏ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÌÅ K_0 = k(x_1; : : : ; x_r), Á ÐÒÉ r < i ≤ n ÜÌÅÍÅÎÔ x_i ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ K_{i−r} = K⟨x_{r+1}; : : : ; x_{i−1}⟩ ⊂ K, ÓËÁÖÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d_i. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ P_i ∈ K_0[x_{r+1}; : : : ; x_{i−1}] ÓÔÅÐÅÎÉ d_i ÐÏ ÐÏÓÌÅÄ- ÎÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÞÔÏ P_i(x_{r+1}; : : : ; x_i) = 0. üÔÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x_1; : : : ; x_r. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ g ∈ k[x_1; : : : ; x_r], ÞÔÏ gP_i ∈ k[x_1; : : : ; x_{i−1}]. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏ B = k⟨x_1; : : : ; x_r; g^{−1}⟩ ⊂ K_0, ÔÏ ŒÓÅ P_i ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ B.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÏÌÅ K, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ B ⊂ K { ÜÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ d_r : : : d_n Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ∏

r¡i≤n

x^{ei}_i ; 0 ≤ e_i < d_i:

œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ B, ÔÏ IK ⊂ K { ÔÏÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, Ô.Ë. K ÐÏÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ B ÔÏÖÅ ÐÏÌÅ. ðÒÉÞÅÍ ÐÏÓËÏÌØËÕ B ⊂ K_0 = k(x_1; : : : ; x_r), Á ŒÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ x_1; : : : ; x_r ÌÅÖÁÔ Œ B, ÔÏ B = K_0 = k(x_1; : : : ; x_r. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÀÂÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x_1; : : : ; x_r ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ

ËÁË ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ x_1; : : : ; x_r É ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ g^{−1}. åÓÌÉ r ≥ 1, ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ { ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍ f ∈ k[x_1; : : : ; x_r], ËÏÔÏÒÙÊ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó g, É ÆÕÎËÃÉÀ f^{−1} ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÎÅÌØÚÑ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.9. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ Max_k(A) = Max(A). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.10 (ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ.). ðÕÓÔØ a ⊂ k[x_1; : : : ; x_n] { ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÁÄ ÌÁÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ V (a) ÐÕÓÔÏ, ÔÏ a = k[x_1; : : : ; x_n].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÄÅÁÌ a ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ m ⊂ k[x_1; : : : ; x_n]. ðÏÓËÏÌØËÕ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, m ∈ Max_k(k[x_1; : : : ; x_n]), É ÐÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.7, V (a) ⊃ V (m) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.11. ëÒÏÍÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÊÔÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ { ÕÖÅ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(x) ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÏŒÛÅÓÔŒ á. çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÂÙÌÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÔÅÏÒÉÑ ÂÙÌÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÏŒÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÄÏ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÌÀÂÙÅ ËÏÌØÃÁ { ÄÁÖÅ ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ Z).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.12. áÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ á.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, Ô.Å. ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ. íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ËÏÌØÃÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÎÔÕÉÃÉÀ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÁÒÔÉÎËÉ. œ ÎÁÞÁÌÅ 50È ÇÏÄÏŒ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÄÉËÏÊ; ÎÏ ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ ÏÎÁ ŒÏÛÌÁ Œ ÏÂÉÈÏÄ, É ÏËÁÚÁÌÁÓØ ŒÐÏÌÎÅ ÐÌÏÄÏÔŒÏÒÎÏÊ { ÄÁÖÅ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÅÊÞÁÓ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ Z ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÓÁÍÏÇÏ Z.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÕËŒÁÌØÎÏ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.12 Õ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÎÅÔ { ÏÎÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÎÏ. çÒÏ- ÔÅÎÄÉË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÈÅÍÙ, ÏÂSSÅËÔÙ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. óÈÅÍÙ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÕÓËÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÁÍ { ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ. íÙ ŒÓÅ ÜÔÏ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅËÃÉÊ; ÐÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÓËÌÅÊËÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏËÁ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ: ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓËÌÅÉŒÁÔØ, ÎÁÄÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÓÁÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÕÓËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ðÏÍÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÁÖÎÙÈ ÔÅÏ- ÒÅÍ, ÎÁÛÁ ÃÅÌØ { ÎÁÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÌÏŒÁÒØ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

îÕÌÅŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÓÌÏŒÁÒÑ ÍÙ ÕÖÅ ŒŒÅÌÉ Œ ÄÅËÌÁÒÁÔÉŒÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ { ÐÏÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÁÆ- ÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÊ ÉÄÅÏÌÏÇÉÅÊ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ËÁËÉÅ- ÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ, ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÙ- ÓÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ A ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÕÓËÁÊ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÈÅÍ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ, ÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ Œ ÄÒÕ- ÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÓÈÅÍÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÌØÃÏÍ B, Œ ÓÈÅÍÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ËÏÌØÃÏÍ A, ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÌØÃÁ A Œ ËÏÌØÃÏ B.

ðÏÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ËÏÌØÃÕ A, ÂÙÌÏ ÂÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Max(A), ÎÏ ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÁ { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÈÏ ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ a ∈ B { ÉÄÅÁÌ, Á f : A → B { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ, ÔÏ f^{−1}(a) ⊂ A ËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÖÅ ÉÄÅÁÌ; ÎÏ ÅÓÌÉ a ∈ B { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ f^{−1}(a) ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ! îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ A = k[x] { ËÏÌØÃÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÎ k, Á B = k(x) { ËÏÌØÃÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÏÇÄÁ 0 ∈ k(x) { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ B, ÎÏ ÎÉËÁË ÎÅ Œ A. äÌÑ ÂÏÒØÂÙ Ó ÜÔÉÍ, çÒÏÔÅÎÄÉË ÒÁÓÛÉÒÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÌÁÓÓ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.13. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ A=a ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ab ∈ a, ÔÏ ÉÌÉ a, ÉÌÉ b ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ a.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.14. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Spec(A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. åÓÌÉ f : A → B { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, Á psubsetB { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ f^{−1}(p) ⊂ A { ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ f : A → B ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Spec(B) → Spec(A). íÎÏÖÅÓÔŒÏ Spec(A) ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÓÏÏÔŒÅÓÔŒÕÀÝÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ. äÁ É ÓÁÍÕ ÓÈÅÍÕ by abuse of notation ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Spec(A).

åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÎÁÄ C , Ô.Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^n_C , ÍÙ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÔÏÞÅË ÅÓÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÎÑ- ÔÉÅ ÂÌÉÚÏÓÔÉ, ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. ïÄÎÁËÏ ŒÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÏ ŒÅÝÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ: Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÉËÁËÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕŒÉÄÅÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Max(C [x_1 ; : : : ; x_n]) ÎÅÔ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÂÌÉÚËÉ. œÓÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÜÔÏ ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÂÓÔÏÑ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ, É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔØ, ÐÕÓÔØ É ÎÅ ÐÏ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÀ, ÏÂÙÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.15. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Spec(A) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (a) ⊂ Spec(A) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÉÄÅÁÌÁÍ a ∈ A É ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ p ∈ Spec A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ a.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ V (a_1) ∩ V (a_2) = V (a_1 + a_2) É ÞÔÏ V (a_1) ∪ V (a_2) = V (a_1 ∩ a_2).

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ ÅÝÅ ÒÁÚ: ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, É Ë ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ ÓÌÁÂÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÐÒÉŒÙÞ- ÎÙÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÅŒÅÒÎÙ. ôÁË, ÏÎÁ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ, É ÄÁÖÅ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ T_1: ÎÅ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ. üÔÏ ÎÅÐÒÉŒÙÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÐÌÏÈÏ: ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÏÔÄÅÌÉÔØ \ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ" ÔÏÞËÉ ÉÚ Max(A) ⊂ Spec(A) ÏÔ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÄÏÂÁŒÉÌÉ Œ ÓÐÅËÔÒ ÐÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. ôÏÞËÁ x ∈ Spec(A) ÚÁÍËÎÕÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ∈ Max(A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ïÐÉÛÉÔÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Spec Z É Spec k[x], k { ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ É R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ X ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X_1; X_2 ⊂ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. ðÕÓÔØ a ⊂ A { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V (a) ⊂ Spec(A) ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÏ, É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ a ∈ Spec(A).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.17. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (a) ⊂ Spec(A).

œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÐÒÅÄÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÁ A ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ { ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Spec(A) ÅÓÔØ ÚÁÍÙ- ËÁÎÉÅ ÓŒÏÅÊ \ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ" a ∈ Spec(A). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ Max(A) Ë Spec(A) ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÐÏ ÏÄÎÏÊ \ÏÂÝÅÊ" ÔÏÞËÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ.

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ A = k[x_1; : : : ; x_n], ÒÁÚÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ a_1; a_2 ⊂ A ÍÏÇÕÔ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a_1) = V (a_2) ⊂ Spec(A) { ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ A=a ÈÒÁÎÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÞÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a). ðÏÜÔÏÍÕ ŒŒÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.18. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÈÅÍ Spec B → Spec A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ A → B ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, Ô.Å. B ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÏ Ó ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏÍ A=a ÐÏ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÉÄÅÁÌÕ a ∈ A. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Spec B { ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ ÓÈÅÍÙ Spec A, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÉÄÅÁÌÏÍ a ⊂ A (É ÐÉÛÕÔ Spec(B) ⊂ Spec(A)).

ëÏÇÄÁ ÈÏÔÑÔ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a) ⊂ Spec(A), Á ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Spec(A=a) ⊂ Spec(A), ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ a ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ \ÓÏ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ".

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ a_1; a_2 ⊂ A ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÅÓÌÉ a_1 + a_2 = A. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (a_1); V (a_2) ⊂ A ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. îÅÓŒÑÚÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÈÅÍ Spec(A) É Spec(B) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ

Spec(A) ∐ Spec(B) = Spec(A ⊕ B):

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÑÚÙË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÅÎ, É ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÏÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÊ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÉÈ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍÕ ÎÅÓŒÑÚÎÏÍÕ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÀ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12 (ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÎ ÏÓÔÁÔËÁÈ.). ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_m ⊂ A { ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ôÏÇÄÁ A=(a_1 ∩ · · · ∩ : : : a_m) ∼= (A=a_1) ⊕ · · · ⊕ (A=a_m).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ ÐÒÏÓÔÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÎÑ- ÔÉÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË (É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÚÎÁÅÍ, ÞÅÍÕ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). ðÏËÁ ÞÔÏ, ÐÏÄŒÅÄÅÍ ÉÔÏÇ { ŒÏÔ ÉÚÕÞÅÎÎÙÊ ÓÅÇÏÄÎÑ ÓÌÏŒÁÒØ.

áÌÇÅÂÒÁ çÅÏÍÅÔÒÉÑ ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ á áÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ Spec(A) çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → B ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÈÅÍ Spec(B) → Spec(A) éÄÅÁÌ a ⊂ A úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (a) ⊂ Spec(A) óÕÍÍÁ ÉÄÅÁÌÏŒ a_1 + a_1 ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ V (a_1) ∩ V (a_2) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ a_1 ∩ a_2 ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ V (a_1) ∪ V (a_2) æÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ A=a úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Spec(A=a) ⊂ Spec(A) óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → B úÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Spec(B) → Spec(A)

ðÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A ôÏÞËÁ p ∈ Spec(A), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ V (p) = {p}; ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ V (p) íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A úÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ m ∈ Spec(A) á ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÔÁË ÓËÕÞÎÏ, ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÁÛ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ Ë ÞÅÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ { Á ÉÍÅÎÎÏ, Ë ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ. óÁÍÕ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÚÕ ÍÙ ÎÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Á Õ ÎÁÓ ÐÏËÁ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÁÆÆÉÎÎÙÅ. îÏ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, É ÐÏËÁÖÅÍ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ.

îÕÌØÍÅÒÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÐÅËÔÒ Spec(A) ÔÁËÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÞÔÏ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim_k A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄÌÉÎÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ÓÈÅÍÙ Spec(A). åÓÌÉ A = k ⊕ · · · ⊕ k, ÔÏ Spec(A) { ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ m ÔÏÞÅË Spec(k), É ÄÌÉÎÁ Spec(A) { ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÞÉÓÌÏ m. åÓÌÉ B = k[x] É Spec A = Spec(k[x]=(P (x))) { ÐÏÄÓÈÅÍÁ ÎÕÌÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P (x), ÔÏ ÄÌÉÎÁ Spec A { ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ A^2 = Spec k[x; y] ÎÁÄ k. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P (x; y), Q(x; y) ÓÔÅÐÅÎÅÊ n É m. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A = k[x; y]=(P (x; y)), B = k[x; y]=(Q(x; y)) ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ ÐÏ ÉÄÅÁÌÁÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ P (x; y) É Q(x; y). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Spec A; Spec B ⊂ A^2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Spec A ∩ Spec B = Spec k[x; y]=(P (x; y); Q(x; y)) ⊂ A^2 { ÎÕÌØÍÅÒÎÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

C = k[x; y]=(P (x; y)Q(x; y))

(ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏ, Spec C ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Spec B ⊂ A^2 É Spec A ⊂ A^2 .

ìÅÍÍÁ 1.19. úÁÍÅÎÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÉÄÁ x → x + ¸y, y → y ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A, B É C { ÓÏŒÂÏÄÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ k[x] ÒÁÎÇÏŒ n, m, n + m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ A ÂÙÌÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ y^n Œ P (x; y) ÂÙÌ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ { ÔÏÇÄÁ A ÜÔÏ ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1; y; y^2; : : : ; y^{n−1}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ y Œ Q(x; y) É P (x; y)Q(x; y) ÂÙÌÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ. œÓÅ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ { ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÏÔ ¸, Ô.Å. \ÐÌÏÈÉÈ" ÚÎÁÞÅÎÉÊ ¸ { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÒÏÛÅÅ ¸. □

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A ⊕ B → C, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÁË ’(⟨a; b⟩) = Q(x; y)a + P (x; y)b. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ { ÉÄÅÁÌ (P (x; y); Q(x; y)) ⊂ C; ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ËÏÑÄÒÏ { ËÁË ÒÁÚ k[x; y]=(P (x; y); Q(x; y)), ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Spec A ∩ Spec B, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÉÚÕÞÉÔØ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, A ⊕ B É C { ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ k[x] ÒÁÎÇÁ n + m, Ô.Å. ’ { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ (n + m) × (n + m) ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ k[x].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. ìÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁÍ ËÏÌØÃÏÍ k[x] ÍÏÖÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑÍÉ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

áÆÆÉÎÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÔÁËÁÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.20. äÌÉÎÁ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ÓÈÅÍÙ Spec A ∩ Spec B ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁ det ’ ∈ k[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ’ ÒÁÚÍÅÒÁ l×l ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ k[x], ÐÒÉÞÅÍ ËÏÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : k[x]^{⊕l} → k[x]^{⊕l} ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ k, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ËÏÑÄÒÁ ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁ det ’.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙ É ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌØ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 1.13 É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ’ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ’_1; : : : ’_l ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ôÏÇÄÁ Coker ’ = Coker ’_1 ⊕ · · · ⊕ Coker ’_l, Á det ’ = ’_1 · · · · · ’_l. □

åÓÌÉ ÒÁÓÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det ’, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ.