ìÅËÃÉÑ 2.

ïÔËÒÙÔÙÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. íÏÄÕÌÉ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. îÅÒÁÚŒÅÔ- ŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÔÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ ŒËÒÁÔÃÅ ÏÓÎÏŒÙÅ ÉÄÅÉ. ìÀÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ÐÒÏ ÎÅÇÏ ËÁË ÐÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏ- ÞÅË. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÎÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ. æÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ. ðÏ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÔÏÞËÅ x ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÞÉÓÌÏ { ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Á ÆÕÎËÃÉÑ { ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ ÞÉÓÌÏ; Á ÍÏÖÎÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ËÏÌØÃÏ ÆÕÎË- ÃÉÊ, Á ÔÏÞËÁ { ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÞÉÓÌÏ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÏÞËÁ x ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_x ÉÚ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÞÉÓÌÁ.

ëÁËÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ, ÜÔÏ ŒÏÐÒÏÓ ÕÄÏÂÓÔŒÁ. îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË { ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÎËÁÑ ŒÅÝØ, É ÎÅ ÕÌÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÓÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞÅË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÉÞÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÂÅÒÕÔ ËÏÌØÃÏ ÆÕÎË- ÃÉÊ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ { ÎÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ É ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÅÇÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÕÉÃÉÀ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ { ÜÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ËÏÌØÃÁ A Œ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÁ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ, ÐÒÉÞÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ, ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÌÅ ÌÕÞÛÅ ÎÅ ŒÙÂÉÒÁÔØ, Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ôÏÞËÏÊ ËÏÌØÃÁ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → K. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÄÁÖÅ ÅÝÅ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, É ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ K ÂÙÌÏ ÐÏÌÅÍ { Ô.Å. ÐÏÄ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÏÖÅ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. îÏ ÎÁÍ ÐÏËÁ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÄÁÖÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → K ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÏËÁ ÂÕÄÅÔ ÌÉÛÎÉÍ ÄÁÎÎÙÍ, É ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÍÎÉÔØ ŒÅÓØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÍÎÉÔØ ÅÇÏ ÑÄÒÏ p ⊂ A { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Spec A.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Spec A Œ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, Á ÔÁËÖÅ ŒŒÅÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ Spec(A) { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (a) ⊂ Spec(A) ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÁÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ { ÏÎÁ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ É Ô.Ä. œÏÔ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ Ï ÞÅÍ ÒÅÞØ, ÐÒÏÓÔÁÑ É ÐÏÌÅÚÎÁÑ ìÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ a ⊂ A { ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÏÖÅÓÔŒÏ V (a) ⊂ Spec A ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ Spec A ÓÕÛÃÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ U_1 ⊂ U, ÞÔÏ U_1 ∩ V (a) = ∅. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚ U ÏÔËÒÙÔÏ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Spec A \ U ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ V (a_1), Á ÒÁÚ U ÎÅÐÕÓÔÏ, a_1 ⊂ A { ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ A ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, a ∩ a_1 ⊂ A { ÔÏÖÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ, Á ÐÏÔÏÍÕ Spec A \ V (a ∩ a_1) Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÅÐÕÓÔÏ. œÏÔ ÅÇÏ É ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U_1. □ ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÔËÒÙÔÙ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÏÌØÃÏ A É ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ A. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ \ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ f" { Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[x] ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ fx − 1 ∈ A[x]. üÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A[f^{−1}] É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ËÏÌØÃÁ A ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ A. œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ A[f^{−1}] ÜÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ a · f^{−n}, ÇÄÅ a ∈ A, Á n { ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: af^{m1} · f^{−(n+m1)} ∼ af^{m2} · f^{−(n+m2)}. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÁË:

a · f^{−n} + b · f^{−m} = (af^m + bf^n) · f^{−(n+m)} (a · f^{−n})(b · f^{−m}) = ab · f^{−(n+m)}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ïÐÉÛÉÔÅ ËÏÌØÃÏ A[f^{−1}] Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: (1) f ∈ A ÏÂÒÁ- ÔÉÍ, (2) f ∈ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ (f^n = 0 ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ n).

ìÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ a[f^{−1}] ⊂ A[f^{−1}]; ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A[f^{−1}] ÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ ’^{−1}(a) ⊂ A { ÐÒÏÏÂÒÁÚ a ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ : A → A[f^{−1}].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ a[f^{−1}] ⊂ A[f^{−1}] ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a ⊂ A ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ f^n. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ b ⊂ A[f^{−1}] ÉÍÅÅÍ b = ’^{−1}(b)[f^{−1}].

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A ÐÒÏÓÔÏÊ, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ f^n, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÓÁÍÏ f. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ: ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ f, ÉÌÉ p[f^{−1}] ⊂ A[f^{−1}] { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ É ÐÒÏÓÔÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ p = ’^{−1}(p[f^{−1}]). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ Spec A[f^{−1}] ∼= Spec A \ V ((f)) { ÓÐÅËÔÒ A[f^{−1}] ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎ Ó ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ V ((f)) ⊂ Spec(A) ÎÕÌÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÓÐÅËÔÒÏÍ Spec A[f^{−1}] É ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Spec A \ V ((f)) ⊂ Spec A Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊ.

éÔÁË, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ V ((f)) ⊂ Spec A { ÓÐÅËÔÒ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ A[f^{−1}].

ìÅÍÍÁ 2.3. ïÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ Spec A[f^{−1}] ⊂ Spec A ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ Spec A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ⊂ Spec A, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ V (a) ⊂ Spec A, ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÕÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ U ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ Spec A[f^{−1}]. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÕÓÔØ x ∈ U ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ; ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ f ∈ A, ÞÔÏ x ∈ Spec A[f^{−1}] ⊂ U. ðÏÓËÏÌØËÕ x ∈ U, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ a ⊂ A. œÏÚØÍÅÍ f ∈ a, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÅ Œ p. ôÏÇÄÁ Spec A[f^{−1}] ⊂ U, Á ÒÁÚ f ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ p, x ∈ Spec A[f^{−1}]. □

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ. íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ S ⊂ A ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ A).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ A[S^{−1}] ËÏÌØÃÁ A ÐÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ S ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ a · s^{−1}, a ∈ A, s ∈ S, ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ as_1 · (s_1s)^{−1} ∼ as_2 · (s_2s)^{−1}. ïÐÅÒÁÃÉÉ Œ A[S^{−1}] ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

a_1 · s^{−1}_1 + a_2 · s^{−1}_2 = (a_1s_2 + a_2s_1) · (s_1s_2)^{−1} (a_1 · s^{−1}_1 )(a_2 · s^{−1}_2 ) = a_1a_2 · (s_1s_2)^{−1}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Spec A[S^{−1}] → Spec A ÉÎSS- ÅËÔÉŒÎÏ, É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ.

åÓÌÉ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ S ⊂ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ { Ô.Å. ŒÓÅ s ∈ S ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ s_1; : : : ; s_n ∈ S { ÔÏ Spec A[S^{−1}] ⊂ Spec A ÏÔËÒÙÔÏ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË { Spec A[S^{−1}] ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÏ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÚÄÅÓØ ÔÁËÏÊ: ÐÕÓÔØ A ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ S = A \ {0}, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, É ÌÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ A[S^{−1}] ÅÓÔØ ÐÏÌÅ. üÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. þÅÍÕ ÒÁŒÎÙ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌÅÃ Z, k[x]?

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ K { ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ A, ÔÏ Spec K ⊂ Spec A { ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ Spec A (ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ {0} ⊂ A).

âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ Spec A { ÔÏÞËÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ p ⊂ A. ôÏÇÄÁ S_x = A \ p { ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A[S^{−1}_x ] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÓÈÅÍÙ Spec A Œ ÔÏÞËÅ x ∈ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A_p.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ pA_p ⊂ A_p { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, É ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ËÏÌØÃÅ A_p ÎÅÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. ïÐÉÛÉÔÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Z_{(p)}, p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, Spec A_p ⊂ Spec A { ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ Spec A, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÞËÕ x. œÁÖÎÏ ÐÏÍÎÉÔØ É ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, ÜÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÁ x! áÂÓÔÒÁÇÉÒÕÑ ÜÔÕ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ŒŒÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A; ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ A=m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ A ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ m ⊂ A, ÏÂÒÁÔÉÍ.

óÐÅËÔÒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÔÏÞËÕ (É, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÈ). üÔÏ ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë \ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ", ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÒÅÄÓÔŒÁÍÉ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÇÒÕÂÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÈÏ- ÒÏÛÅÇÏ { ÓËÁÖÅÍ, Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ŒÓÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ, ÔÁËÉÅ ËÁË Õ ÔÏÞËÉ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ; Á ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÂÙŒÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ, É ÍÙ ÓËÏÒÏ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁÚÎÙÅ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. îÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÞÁÓÔÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ.

äÁÌØÛÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ, ÞÅÍÕ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÊ; ÎÏ ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ Ï ÍÏÄÕÌÑÈ

ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÅÍ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ M, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m ∈ M, a ∈ A ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ am ∈ M, ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÁËÓÉÏÍÙ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ A ÐÏÌÅ, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ŒÓÅ ÏÂÙÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ { ŒÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÚÁ, ÑÄÒÁ, ËÏÑÄÒÁ, ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ { ÔÏÖÅ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ, Ó ÔÅÍ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. óÁÍÏ A ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ A^{⊕n} ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ËÏÐÉÊ A { ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ { ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ìÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÓŒÏÂÏÄÅÎ (ÌÀÂÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ). ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÏÍÉÍÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÜÔÏ ÉÄÅÁÌÙ a ⊂ A (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ A) É ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ÎÉÍ A=a (ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÉ A). âÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÖÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. ëÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[x] É Z { ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, É ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ A.

îÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x; y), ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ k[x; y]=(f(x; y)) ÎÅ ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (ÜÔÏ ÏÔËÒÙÌ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, áÂÅÌØ).

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Ó ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÍÎÏÇÏÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÀÔ Ó ÉÄÅÁÌÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÌÏËÁÌÉÚÏŒÁÔØ: ÅÓÌÉ ÄÁÎ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ S ⊂ A, ÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ M[S^{−1}] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ m · s^{−1}, m ∈ M, s ∈ S, ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ M[S^{−1}] ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÔÅÍÉ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ). åÓÌÉ S = A \ p ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A, ÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ M[S^{−1}] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M_p.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

M_1^{’1}−−−→ M_2^{’2}−−−→ M_3

ÍÏÄÕÌÅÊ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ Ker ’_2 = Im ’_1 (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’_2 ∘ ’_1 = 0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ S ⊂ A, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ

M_1[S^{−1}]^{’1}−−−→ M_2[S^{−1}]^{’2}−−−→ M_3[S^{−1}]

ÔÏÖÅ ÔÏÞÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ (M_1 ⊕ M_2)[S^{−1}] ∼= M_1[S^{−1}] ⊕ M_2[S^{−1}].

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ŒÏÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÂÙŒÁÀÔ ÍÏÄÕÌÉ, ÉÚÕÞÉÍ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ k[x] ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^{⊕n} → M, n ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ m_1; : : : ; m_n ∈ M, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ m ∈ M ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ m_1; : : : ; m_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A). ëÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ŒÙÂÒÁÔØ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ A^{⊕n} → M, ÞÔÏ ÅÅ ÑÄÒÏ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ k[x] ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ k[x]=(P (x)), P (x) ∈ k[x].

íÏÄÕÌØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ k[x]=(P (x)) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÎÔÏÍ; ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÅÝÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÔÁË: ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[x] ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, M ÅÓÔØ ËÏÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : A^{⊕m} → A^{⊕n}. úÁÄÁÄÉÍ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n É ŒÏÓÐÏÌØÕÅÍÓÑ õÐÒÁÖÅÎÉÅÍ 1.13. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ËÏÑÄÒÏ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ’ { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅ- ŒÅÒÎÏ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ k[x; x^{−1}] ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[x], É, ÐÒÉÍÅÎÉŒ Ë ÎÅÍÕ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ, ÐÅÒÅÊ- ÄÉÔÅ Ë ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÎÁ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ k(x)).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.9 (öÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). ìÀÂÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ A : V → V ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÉÍÅÅÔ ÖÏÒ- ÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ V ËÁË k[x]-ÍÏÄÕÌØ { Á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÁÓÔÁŒÉÍ x ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ V ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, V ÅÓÔØ ËÏÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ k[x]^n → k[x]^n, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ x Id −A, ÇÄÅ n { ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ). ðÏÜÔÏÍÕ V ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ k[x]=(P (x)) ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. á ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍ P (x). □

íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÐÅËÔÒÏÍ: ÜÔÏ ÄÁÌÅËÏÅ ÏÂÏÝÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÐÅËÔÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Ô.Å. ÎÁÂÏÒÁ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÔÒÀËÏÍ, É, ÈÏÔÑ ÏÎÏ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏ ÞÁÓÔÏ.

ìÅÍÍÁ 2.10 (ìÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÙ). ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A, É ÐÕÓÔØ m ⊂ A { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ mM = M, ÔÏ M = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ m_1; : : : ; m_n ∈ M. ðÏÓËÏÌØËÕ M = mM, ÉÍÅÅÍ m_i = ∑ m_j a_{ij} ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ a_{ij} ∈ m, Ô.Å. ∑ m_j a^′_{ij} = 0, ÐÒÉÞÅÍ a^′_{ij} = ffi_{ij} − a_{ij} = ffi_{ij} mod m. ïÂÒÁÚÕÅÍ ÉÚ a^′_{ij} ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : M^{⊕n} → M^{⊕n}. ôÏÇÄÁ A(⟨0; : : : ; m_i; : : : ; 0⟩) = 0. åÓÌÉ B { ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÇÌÁŒÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÔÏ BA { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÉÔ det A. ôÏÇÄÁ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ BA(⟨0; : : : ; m_i; : : : ; 0⟩) = 0, Ô.Å. det Am_i = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, det A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ M. îÏ det A = 1 mod m, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÒÁÔÉÍ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.11. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ m_1; : : : ; m_n ∈ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ÌÏ- ËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M=mM, ÔÏ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ É ÓÁÍ M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ M^′ ⊂ M { ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ m_1; : : : ; m_n; ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ M^{′′} = M=M^′ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ mM^{′′} = M^{′′}. □

œŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ, É ËÒÁÊÎÅ ŒÁÖÎÁ { ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.12. ôÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ M_1, M_2 ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ m_1 ⊗ m_2, m_1 ∈ M_1, m_2 ∈ M_2, Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ am_1 ⊗ m_2 = a(m_1 ⊗ m_2) (m_1 + m^′_1) ⊗ m_2 = m_1 ⊗ m_1 + m^′_1 ⊗ m_2;

ÐÌÀÓ ÔÅ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ M_1 ⊗_A M_2, ÉÌÉ { ÒÅÄËÏ, ËÏÇÄÁ ÎÅÔ ÒÉÓËÁ ÐÅÒÅÐÕÔÁÔØ { ÐÒÏÓÔÏ M_1 ⊗ M_2.

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÅÇÏ ÎÁÄÏ ÈÏÒÏÛÏ ÏÓÏÚÎÁÔØ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÒÅ- ÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M_1 ⊗_A M_2 Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ:

(i) M_1 = A^{⊗n}, M_2 = A^{⊗m}, (ii) M_1 = A^{⊗n}, M_2 ÌÀÂÏÊ, (iii) A = Z, M_1 = Z=2Z, M_2 = Z=nZ, (iv) A = Z, M_1 = Q, M_2 = Z=nZ, (v) A ÌÀÂÏÅ, M_1 = A=a_1, M_2 = A=a_2, a_1 É a_2 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A É ÌÀÂÏÊ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ S ⊂ A ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ M[S^{−1}] ∼= M ⊗_A A[S^{−1}].

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ËÏÌØÃÁ A, B É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → B. ôÏÇÄÁ B { É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÊ B-ÍÏÄÕÌØ { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÄÁÎ A-ÍÏÄÕÌØ M, ÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M ⊗_A B ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ B: B ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.15. œÙÞÉÓÌÉÔÅ A^{⊕n} ⊗_A B.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M É B-ÍÏÄÕÌÑ N ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Hom_A(A; B) ∼= Hom_B(M ⊗_A B; N):

(2.1)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (2.1) ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

åÓÌÉ ÖÅ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ËÏÌØÃÏ A É ÄŒÁ ËÏÌØÃÁ B_1, B_2 Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ A → B_1, A → B_2, ÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ B_1 ⊗_A B_2 ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ: ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ b_1 ⊗b_2 ∈ B_1 ⊗_A B_2 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÐÏÞÌÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → B_1 ⊗_A B_2.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Spec B_1 É Spec B_2 ÜÔÏ ÓÈÅÍÙ ÎÁÄ Spec A { ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Spec B_1 → Spec A, Spec B_2 → Spec A. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.13. óÈÅÍÁ Spec(B_1 ⊗_A B_2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Spec B_1 É Spec B_2 ÎÁÄ Spec A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Spec B_1 ×_{SpecA} Spec B_2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.14. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Spec C ×_{Spec R} Spec C ?

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ X_1 ×_Y X_2 ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_1, X_2 ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Y { Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_1, X_2, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ß_1 : X_1 → Y , ß_2 : X_2 → Y { ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X_1 × X_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ ÔÏÞÅË ⟨x_1; x_2⟩, x_1 ∈ X, x_2 ∈ X_2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ß_1(x_1) = ß_2(x_2). áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ \ÔÏÞËÉ" { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ, ÜÔÏ Spec Z, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÁËÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÔÏÞËÁ { ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÁÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ. üÔÏ ÞÁÓÔØ ÏÂÝÅÊ ÉÄÅÏÌÏÇÉÉ (ÔÏÖÅ ÇÒÏÔÅÎÄÉËÏŒÓËÏÊ): Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÄÏ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ, Ô.Å. ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÉÈ ÎÅ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏ ÓÈÅÍÙ X, Á ÄÌÑ ÓÈÅÍÙ X ÎÁÄ \ÂÁÚÏŒÏÊ" ÓÈÅÍÏÊ Y . œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Y = Spec k { ÓÐÅËÔÒ ÐÏÌÑ, ÓÈÅÍÙ ÎÁÄ Y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÈÅÍÁÍÉ ÎÁÄ k.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÕÉ- ÃÉÀ, ÏÎÏ ÐÌÏÈÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÎÁÛÉÍ { ŒÅÓØÍÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍ { ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË. ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ ÁÍÅÒÉËÁÎÃÙ, win some, lose some.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^n_k ×_k A^m_k = A^{n+m}_k (ÚÄÅÓØ A^l_k = Spec k[x_1; : : : ; x_l] { l- ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.18. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÓÈÅÍ Spec A_1, Spec A_2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÞÔÏ

Spec(A_1 ⊗_k A_2) ≠ (Spec A_1) × (Spec A_1)

(ÚÄÅÓØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË).

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÚŒÉÔÕÀ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÕÞÉÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ { ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ (É ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ) ÎÁËÒÙÔÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.15. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÒÁÎÇÁ n, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A, M_p ∼= A^{⊕n}_p .

íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ X = Spec B → Y = Spec A n-ÌÉÓÔÎÙÍ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÉÌÉ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÅÓÌÉ B { ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A- ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ n. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.19. ðÕÓÔØ B = A[x]=(P (x)), ÇÄÅ P (x) { ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ ÉÚ A É ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Spec B → Spec A { ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ëÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ?

íÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÚÕÞÉÍ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ, Á ÐÏÔÏÍ (ÕÖÅ ÎÅ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ) ÉÚÕÞÉÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ.

œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ n-ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ Y , ÞÔÏ f^{−1}(U) { ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ËÏÐÉÊ U. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ n ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, É ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ X ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_x ⊂ X, ÞÔÏ f : U_x → f(U_x) { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏ, ÎÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓËÁ- ÚÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X ×X, É ÏÂSSÅÄÉÎÉÍ ŒÓÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_x Œ ÏÄÎÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X ×X ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ X ⊂ X ×X. ôÏÇÄÁ ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏ f ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ U_x, ÐÅÒÅÓËÁÖÅÔÓÑ ÔÁË: U ∩ X ×_Y X ÅÓÔØ ÓÁÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØ X ⊂ X ×_Y X ÏÔËÒÙÔÁ Œ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ X ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, ÏÎÁ ÅÝÅ É ÚÁÍËÎÕÔÁ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ X ×_Y X.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.16. íÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ ÅÓÌÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ X ⊂ X ×_Y X { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ X ×_Y X (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ X ×_Y X ∼= X ∐ X^′, ÇÄÅ X^′ { ËÁËÁÑ-ÔÏ ÓÈÅÍÁ.

œÁÖÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.17. íÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ) ÎÁËÒÙÔÉÅÍ çÁÌÕÁ ÅÓÌÉ ÜÔÏ n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X×_Y X ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ÓÈÅÍ, X ×_Y X = ∐ 1≤i≤n X_i;

ÐÒÉÞÅÍ X_1 ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÐÒÏÅËÃÉÑ X_i → X ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

üÔÏ ŒÁÖÎÏ ŒÏÔ ÐÏÞÅÍÕ. ìÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ X^′ ⊂ X ×_Y X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÑ X^′ → X { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉË ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g : X → X (ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÇÏ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ X → Y ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ X → Y { ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ, ÉÍÅÅÍ n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g_i : X → X. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏŒ, É ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ X_i { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ G ÐÏÒÑÄËÁ n. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÎÁËÒÙÔÉÑ X → Y . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Y ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ G-ÏÒÂÉÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÏÞÅË X; É ŒÏ ŒÓÑËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÍÙÓÌÁÈ Y ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ X ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ G.

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÂÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ { ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A (É ÔÏÇÄÁ, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, B = A^{⊕n} ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ). œÏÔ ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÎÁËÒÙÔÉÉ çÁÌÕÁ Ó ËÏÌØÃÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ.

ìÅÍÍÁ 2.18. ðÕÓÔØ A { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, É ÐÕÓÔØ X = Spec B → Y = Spec A { ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G. ôÏÇÄÁ A ⊂ B ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ A^G ⊂ A G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, B ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ A[G] ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G (A[G] ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ |G| ËÏÐÉÊ A, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ A ⊂ B^G; ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ G, ÉÍÅÅÍ B = (B ⊗_A B)^G, ÇÄÅ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ B = A^{⊕n} ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, B ⊗_A B = A^{⊕n} ⊗_A B = B^{⊕n}, É (B ⊗_A B)^G = (B^{⊕n})^G = (B^G)^{⊕n}. ðÏ- ÜÔÏÍÕ B = A^{⊕n} = (B^G)^{⊕n}, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, A = B^G. äÁÌÅÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ B[G] ∼= B ⊗_A B, ÇÄÅ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, É ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A[G] ∼= B. □

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ n-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ X → Y . ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÚÕÞÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁËÒÙÔÉÊ çÁÌÕÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 2.19. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ É ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ~X → X → Y , ÐÒÉÞÅÍ ~X → Y { ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ G, Á ~X → X ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. ôÏÇÄÁ ~X → X { ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ H ⊂ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ~X ×_X ~X ÜÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ Œ ~X ×_Y ~X; ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ~X ×_Y ~X. □

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ çÁÌÕÁ ~X=Y \ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ" ÎÁËÒÙÔÉÑ X=Y ÎÕÍÅÒÕ- ÀÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ Œ G.

äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X^n_Y = X ×_Y X ×_Y · · ·×_Y X. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÚÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ (ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÜÔÏ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÚÁÄÁÎ- ÎÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ŒÉÄÁ \ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 1-Ñ, 13-Ñ É 42-Ñ ÒÁŒÎÙ"). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏ- ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ ~X ⊂ X^n_Y ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ { ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÒÁŒÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~X → Y { n!-ÌÉÓÔÎÏÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á ~X → X { (n − 1)!-ÌÉÓÔÎÏÅ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏ- ÇÄÁ A { ÐÏÌÅ; ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ìÅÍÍÕ îÁËÁÑÍÙ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ~X, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ Y , É Œ S_n ËÁË ÒÁÚ n! ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Ô.Å. ÏÎÁ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÉÓÔÙ ÎÁËÒÙÔÉÑ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ~X → Y { ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ G = S_n. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, H = S_{n−1} ⊂ G ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÉÓÔÙ ÎÁËÒÙÔÉÑ ~X → X, É ÏÎÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÔØ ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ H.

œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ X → Y , ÞÔÏ ÓÁÍÏ X ÓŒÑÚÎÏ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÅ ~X ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, É ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ~X_0 (ÌÀÂÕÀ { ÏÎÉ ŒÓÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ). çÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ G ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ S_n, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ~X_0, Á H = S_{n−1} ∩ G ⊂ S_n. œÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÖÄÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ X = Spec B → Y = Spec A ÓÐÅËÔÒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ ~X = Spec ~B → Y Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G, ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G, É X = ~X=H { Ô.Å. B = ~B^H , É ~X → X { ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ H.

îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ, ËÁË ÉÚÍÅÒÑÔØ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ, É ËÏÇÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁËÒÙÔÉÅ Spec A[x]=(P (x)) → Spec A ÎÅÒÁÚŒÅÔ- ŒÌÅÎÏ.