ìÅËÃÉÑ 3.

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÓÈÅÍÙ, ÏÂÌÁÓÔÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ. îÅÔÅ- ÒÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ É ËÏÌØÃÁ. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏ ëÒÕÌÌÀ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). áÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÐÒÉÍÁÒÎÙÅ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑ. ðÌÏÓËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). œÅÔŒÌÅÎÉÅ É ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ.

þÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ËÏÌØÃÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ŒŒÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. áÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ X = Spec A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ A ÎÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. áÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ X ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ A { ÉÄÅÁÌ (ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ J ⊂ A { ÎÉÌØÒÁÄÉ- ËÁÌ, ÔÏ Spec A=J { ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ.

óÈÅÍÁ Spec A=J ÉÎÏÇÄÁ { ÏÞÅÎØ ÒÅÄËÏ ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ, ÞÁÝÅ ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ { ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕË- ÃÉÅÊ ÓÈÅÍÙ X = Spec A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X_{red}. îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ \ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ" ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÂÕÄÅÔ \reduced" (Á \ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ" { \irreducible").

ìÅÍÍÁ 3.2. îÉÌØÒÁÄÉËÁÌ J ⊂ A ËÏÌØÃÁ A ÒÁŒÅÎ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÀÂÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÜÅÌÅÍÅÎÔ ÌÅÖÉÔ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A[a^{−1}] ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ (ÕÓÌÏŒÉÅ \1 ∼ 0 Œ A[a^{−1}] ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ a^n = 0). åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ A[a^{−1}] ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A[a^{−1}]; ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ m ∩ A ÔÏÇÄÁ { ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. ðÏÄ \ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ" ÚÄÅÓØ, by abuse of notation, ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÏÏÏÂÒÁÚ m ⊂ A[a^{−1}] ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ A → A[a^{−1}]. íÙ ÉÎÏÇÄÁ É ŒÐÒÅÄØ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏ \ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ I ∩ A ⊂ A, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ B Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ËÏÌØÃÅ B ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ A → B.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. óÈÅÍÁ X = Spec A ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ËÏÌØÃÅ A ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÔÁÍ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, {0} ⊂ A { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ { É ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÎÁ ìÅËÃÉÉ 1 { ÞÔÏ Spec A ÅÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÏÏÔŒ. ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÉ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÐÕÓÔØ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ É ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ, É ÐÕÓÔØ ÄÁÎÙ a; b ∈ A Ó ab = 0. ôÏÇÄÁ Spec A = V ((a) ∪ V ((b)). ðÏÓËÏÌØËÕ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, V ((a)) = V ((b)) = Spec A, Ô.Å. ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ a (É b). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ëÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÃÅ- ÌÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ domain), Á ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ { ÃÅÌÏÊ ÓÈÅÍÏÊ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Œ A^n ÜÔÏ ÐÏÄÓÈÅÍÙ \ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÔÏÞÅË", Á ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ { ÜÔÏ ÐÏÄÓÈÅÍÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ,

ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÕÀ ÐÏÄÓÈÅÍÕ Œ A^n ÍÏÖÎÏ, ÄÁÌÅÅ, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ. îÏ ÜÔÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ A^n ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÓÈÅÍÕ X, ÔÏ ÜÔÏ *ÎÅŒÅÒÎÏ* { ÎÕÖÎÏ ÎÁÌÁÇÁÔØ ÎÁ ËÏÌØÃÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÒÁËÔÉËÁ, ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀ- ÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ M_0 ⊂ M_1 ⊂ · · · ⊂ M ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ, M_n = M_{n+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÂÏÌØÛÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ N. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÏ ÏÎÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÀÂÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ a_0 ⊂ a_1 ⊂ · · · ⊂ A ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ìÀÂÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏŒ. îÁ- ÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ M^′ ⊂ M É M=M^′ ÎÅÔÅÒÏŒÙ, ÔÏ M ÎÅÔÅÒÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ëÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÅÔÅÒÏŒ, ÎÅ- ÔÅÒÏŒ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. é ÏÂÁ ÏÎÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ A=a ÎÅÔÅÒÏŒÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÁÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A[S^{−1}] ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏŒÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A[S^{−1}] ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (a ∩ A)[S^{−1}]).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ëÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

ëÌÀÞÅŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[x_1; : : : ; x_n]. üÔÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕË- ÃÉÅÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.7 (ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ.). åÓÌÉ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÏŒ A[x] ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ, ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÒÏ ÉÓÔÏÒÉÀ. œ ËÏÎÃÅ 19ÇÏ ŒÅËÁ ÂÙÌÁ ÍÏÄÎÁÑ ÎÁÕËÁ \ÔÅÏÒÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ" { ÌÀÄÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[x_1; : : : ; x_n], ÂÒÁÌÉ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÇÒÕÐÐÕ G { ÓËÁÖÅÍ, ËÏÎÅÞÎÕÀ { ËÏÔÏÒÁÑ ËÁË-ÔÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ x_1; : : : ; x_n, É ÐÙÔÁÌÉÓØ ŒÙÒÁÚÉÔØ ŒÓÅ \ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ" { Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄËÏÌØÃÁ k[x_1; : : : ; x_n]^G { ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞ- ÎÙÊ ÂÁÚÏŒÙÊ ÎÁÂÏÒ. óÁÍÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ { ÜÔÏ ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, Ô.Å. ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ x_1; : : : ; x_n, ŒÙ- ÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÁË ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÏÔ n ÛÔÕË ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. çÉÌØÂÅÒÔ ÎÁÞÁÌ ÂÙÌÏ ÔÏÖÅ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÏÊ, ÎÏ Œ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÒÅÛÉÌ ÒÁÚÏÍ ÚÁËÒÙÔØ ÅÅ { ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ÐÒÉÞÅÍ ÑŒÎÏ ÅÇÏ ÎÅ ŒÙÐÉÓÙŒÁÑ). üÔÏ ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ", ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ (ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ëÒÏÎÅËÅÒ, ÄÁÖÅ ÏÔËÁÚÙŒÁÌÉÓØ ÐÒÉÚÎÁŒÁÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏÍ). ëÌÀÞÅŒÏÊ ÍÏÍÅÎÔ Œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ { ÜÔÏ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. úÁÔÅÍ, ÐÒÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÃÅÐÏÞËÁÍÉ, É ÎÁÚŒÁÌÉ ÅÇÏ Œ ÞÅÓÔØ üÍÍÉ îÅÔÅÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A[x], I^{(n)} = (I ∩ x^nA[x]) mod x^{n+1} { ÉÄÅÁÌ Œ A, ÐÒÉÞÅÍ I^{(n)} ⊂ I^{(n+1)}. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ I^{(n)} ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÁËÏÍ- ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ N. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

I^{(∞)} = I^{(N)} = ⋃ I^{(n)}:

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ I_0 ⊂ I_1, ÔÏ I^{(∞)}_0 ⊂ I^{(∞)}_1 . ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ I_0 ⊂ I_1 ⊂ · · · ⊂ A[x], ÔÏ ÃÅÐÏÞËÁ I^{(∞)}_k ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ. œÙËÉÄÙŒÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ I^{(∞)}_k = I^{(∞)}_0 = I^{(N)}_0 . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ≥ 0 É n ≥ N

I_0 ∩ x^nA[x] ⊂ I_k ∩ x^nA[x];

ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ x^{n+1}, I_0 ∩ x^nA[x] ⊂ I_k ∩ x^nA[x] ⊂ I^{(∞)}_0 , É ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÉ ÒÁŒÎÁ ÐÒÁŒÏÊ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÅ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÓÒÅÄÎÅÊ. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, I_0 ∩ x^N A[x] = I_k ∩ x^N A[x]. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÃÅÐÏÞËÁ I_k ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÃÅÐÏÞËÁ I_k=(I_k ∩x^N A[x]) ⊂ A[x]=x^N . îÏ A[x]=x^N { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ; ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ A[[x]] ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁÍ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ, ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑÍ, É ÄÁÖÅ ËÏÌØÃÁÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÂÕÀÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ŒÓÅ { ÉÎÏÇÄÁ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÒÅÍÑ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÎÅÎÅÔÅÒÏŒÙ ËÏÌØÃÁ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÕÓÔØ B ⊂ A { ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÏ A. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ B ÎÅÔÅ- ÒÏŒÏ? (òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, A = k[x; y]).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ A, Spec A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ìÅÍÍÁ 3.8. åÓÌÉ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ X = Spec A ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X_i ⊂ X (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ X). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ô.Ë. ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Z_0 ⊃ Z_1 ⊃ · · · ⊂ X ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÙÓÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ X ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏ- ÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ, ÜÔÁ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ, ÂÕÄÕÞÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÁ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÏÏÂÝÅ ÅÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ É ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ X. ïÎÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, Z = Z_1 ∪ Z_2, Á ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ, Z_1 É Z_2 ÕÖÅ ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ ÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ { ÄÌÑ ÓÐÅËÔÒÏŒ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÕÍÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (É ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÂÕÄÕÔ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÙ). üÔÏ ÓÄÅÌÁÌ ëÒÕÌÌØ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ (ËÒÕÌÌÅŒÓËÏÊ) ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÃÅÐÏÞËÉ p_1 ⊂ p_2 ⊂ · · · ⊂ p_n ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A. œÙÓÏÔÏÊ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÔÁËÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ, ÓÔÒÏÇÏ ÌÅÖÁÝÅÊ Œ p.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÓÏÔÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÒÁŒÎÁ 0 { ÔÁËÉÅ ÉÄÅÁÌÙ ÏÔŒÅ- ÞÁÀÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ Spec A. éÄÅÁÌÙ ŒÙÓÏÔÙ n ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÒÕÌÌÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÏÅ, ÔÏ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dim A, Á ŒÙÓÏÔÁ ÉÄÅÁÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ht p. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ht p = dim A_p. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ŒÓÅ, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ { É ÔÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁ, É ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÐÒÉÍÅÒ dim A^n = n, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÔØ, ÒÁÚŒÉŒ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÅÏÒÉÀ. íÙ ÜÔÉÍ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ; ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏÄÕÍÁÔØ ÕÖÅ ÓÅÊÞÁÓ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim Z É dim k[x], k { ÐÏÌÅ, ÏÂÅ ÒÁŒÎÙ 1.

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÔÅÒÏŒÙ ÍÏÄÕÌÉ. éÄÅÁÌØÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÄÅÓØ ÂÙÌÁ ÂÙ ŒÅÒÓÉÑ ðÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 2.8: ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑ- ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÍÏÄÕÌØ \ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ ÓÐÅËÔÒÁ". îÉÞÅÇÏ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ { ËÏÌØÃÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[x] ÓÌÉÛËÏÍ ÈÏÒÏÛÅÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1). îÏ ËÏÅ-ËÁËÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÖÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. áÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M A-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ Ann(m) ⊂ A ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ A, ÞÔÏ am = 0. áÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ Ann M ŒÓÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÅ ∩_m Ann(m) ⊂ A. îÏÓÉÔÅÌÅÍ Supp M ⊂ Spec A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÉÄÅÁÌÏÍ Ann M.

ðÏÓËÏÌØËÕ Ann M { ÉÄÅÁÌ, ÎÏÓÉÔÅÌØ Supp M ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÎÏ ÏÎÁ ÍÁÌÏÏÓÍÙÓÌÅÎÁ. âÏÌÅÅ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÁËÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. ðÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÄÌÑ M ÅÓÌÉ p = Ann(m; M) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ m ∈ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ Ass(M).

åÓÌÉ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÄÅÁÌÏŒ ŒÉÄÁ Ann(m; M), m ∈ M ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. ìÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÄÅÁÌÏŒ Ann(m; M), m ∈ M { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. éÄÅÁÌ p ⊂ A ÐÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ann(a; A=p) = p ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A=p, a ≠ 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ass(M) ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅÐÕÓÔÏ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ŒÉÄÎÙ ÐÏ ÎÏÓÉÔÅÌÀ.

ìÅÍÍÁ 3.12. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ (ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ass(M) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂ- ÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÎÏÓÉÔÅÌÑ Supp(M).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÎÑÑ A ÎÁ A= Ann(M), ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ann(M) = 0 É Supp M = Spec A. ôÏÇÄÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Spec A ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ A, É ÌÀÂÏÊ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ p ⊂ A { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Ann(M) = 0, ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ M_p ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, Ô.Å. ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ m ∈ M, ÞÔÏ Ann(m; M) ⊂ p. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ m, ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒÁÑ Ann(m; M) ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ, É ÂÅÒÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ann(m; M), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p^′ = Ann(m^′; M) ⊂ p. ðÏÓËÏÌØËÕ p { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÉÍÅÅÍ p = p^′. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.13. îÅÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ p ∈ Ass(M) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÌÏ- ÖÅÎÎÙÍÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ass(M) ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ, ÞÅÍ ÎÏÓÉÔÅÌØ { ÏÎÏ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ É ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (ËÓÔÁÔÉ, \ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ" ÚÄÅÓØ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÔÏÞËÁÍ Supp(M)).

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Œ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ass(M) ËÏÎÅÞÎÏ.

ìÅÍÍÁ 3.14. ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F_iM, ŒÓÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ gr^F_i M ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ A=p_i, p_i ÐÒÏÓÔÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂSSÑÓÎÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ. æÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ (ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ) ÎÁ ÍÏÄÕÌÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ F_iM, ÐÒÉÞÅÍ F_iM ⊂ F_{i+1}M. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÇÒÁÄÕÉÒŒÏÁÎ- ÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ { ÜÔÏ ÍÏÄÕÌÉ gr^F_i M = F_{i+1}M=F_iM. üÔÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÝÁÑ, ÂÙŒÁÅÔ É ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ \ÌÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ" ÏÂSS- ÅËÔÏŒ { ÅÅ ÎÁÄÏ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÖÅ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. âÅÒÅÍ ÌÀÂÏÅ p_0 ∈ Ass(M), ÔÁË ÞÔÏ p_0 = Ann(m; M), É ÐÏÌÁÇÁÅÍ F_0M = A · m ⊂ M. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ F_0M ∼= A=p_0. äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÎÑÅÍ M ÎÁ M=F_0M. æÉÌØÔÒÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÁ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. ðÕÓÔØ M^′ ⊂ M { ÄŒÁ ÍÏÄÕÌÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ass(M) ⊂ Ass(M^′) ∪ Ass(M=M^′). œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ É ÉÚ ìÅÍÍÙ 3.14, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ass(M) ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ- ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ËÏÎÅÞÎÏ.

èÏÞÅÔÓÑ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ p_0, ÐÏÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ Œ ìÅÍÍÅ 3.14, ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ M. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË { ÉÈ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ. äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÍÙ ÜÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ A ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ, ÔÏ Ann(M) = 0 (ÐÏÞÅÍÕ?). ôÏÇÄÁ Ass(M) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ. îÏ, ËÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÍÏÄÕÌØ ÄÏÐÕÓËÁÌ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ F_iM Ó gr^F_i = A, ÔÏ ÏÎ ÂÙÌ ÂÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ. ôÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÏÐÉÓÁÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.11. œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ õÐÒÁÖÅÎÉÑ 3.10, ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ Ass(M^′) É Ass(M=M^′) ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Ass(M) (ÐÏÌÏÖÉÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, A = Z, M = Z).

äÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë gr^F M ÎÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ, Õ ÎÁÓ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, Á ÔÏÌØËÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. ëÁËÉÅ-ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÏ ÏÎÉ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÁÂÙÅ, É ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÒÅÄËÏ. œÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÚÄÅÓØ ÔÁËÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.15. ðÕÓÔØ p ⊂ A { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^′ ⊂ M { Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÄÅÁÌ a ⊂ A { ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ p, ÅÓÌÉ Ass(M=M^′) = {p}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.12. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m^n ⊂ a ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n ≥ 1.

ôÉÐÉÞÎÁÑ \ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÍÁÒÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ" ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.16. ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A, a p_1; : : : ; p_n { ŒÓÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍ ÉÄÅÁÌÙ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ

M ,→ ⨁ 1≤i≤n M=N_i;

ÇÄÅ N_i ⊂ M { ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ p_i, ÐÒÉÞÅÍ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ⊂ M ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅ- ÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ N = N_1 ∩ N_2 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ N_1; N_2 ⊂ M. îÅ- ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÉÍÁÒÅÎ (ÅÓÌÉ Õ ÆÁËÔÏÒÁ M=N ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÁ p_1, p_2, ÔÏ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ (A=p_1); (A=p_2) ⊂ M=N. ô.Ë. M ÎÅÔÅÒÏŒ, 0 ⊂ M ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ N_1 ∩ · · · ∩ N_m ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ N_i ⊂ M, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ. ôÏÇÄÁ M ⊂ ⨁ (M=N_i), ÐÏÜÔÏÍÕ Ass(M) ⊂ ∪_iAss(M=N_i), É ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p_i, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ M=N_i, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ ÔÁËÖÅ É Ó M. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ i = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ N_1 ∩ · · · ∩ N_m = 0 ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M → ⨁ i≥2 M=N_i

ÕÖÅ ÎÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ. åÇÏ ÑÄÒÏ Ker ’ ÔÏÇÄÁ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ M=N_1, Œ ÓÉÌÕ ÞÅÇÏ Ass(Ker ’) ⊂ Ass(M=N_1) = {p_1}, p_1 ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó Ker ’, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É Ó M ⊃ Ker ’. □

ôÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÉÄÅÁÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ { ÚÁÍÅÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ a ∈ A ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÙ (a) ⊂ A, ÌÀÄÉ ÐÙÔÁÌÉÓØ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ { ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÁ ŒÉÄÁ (p^n) ⊂ Z, p ÐÒÏÓÔÏÅ (ÔÅÒÍÉÎ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔÔÕÄÁ ÖÅ { ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÂÕÄÅÔ primary, Á ÐÒÏÓÔÏÊ { prime). îÏ ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ ŒÓÑ ÜÔÁ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÇÌÏÈÌÁ, É ËÁÖÅÔÓÑ, ÏÓÏÂÏ ÇÌÕÂÏËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ Œ ÎÅÊ ÎÅÔ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÅÇÏÄÎÑ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÍÏÄÕÌÉ { ÜÔÏ ÐÒÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. ðÕÓÔØ M { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ A { ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ M ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ, ÔÏ Ann(M) = 0, É Ass(M) ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅ- ÁÌÁ 0 ⊂ A. ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÈÏÔÑ É ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ k[x] É ÄÒÕÇÉÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ËÏÌÅÃ, Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÉ Œ ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅŒÅÒÎÏ { ÅÓÔØ ÏÇÒÏÍÎÙÊ ÚÁÚÏÒ ÍÅÖÄÕ ÍÏÄÕÌÑÍÉ M Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÁÎÎÕ- ÌÑÔÏÒÏÍ (ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÄÕÌÉ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ) É ÌÏËÁÌØÎÏ-ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ. þÔÏÂÙ ÕÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ ÍÅÔÏÄÙ ÇÏ- ÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. çÌÁŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.17. íÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ N_1 −−−→ N_2 −−−→ N_3

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ N_1 ⊗ M −−−→ N_2 ⊗ M −−−→ N_3 ⊗ M

ÔÏÖÅ ÔÏÞÎÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (õÐÒÁÖÅÎÉÅ 2.11) ÓÌÏŒÁ \ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÁ" ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÅŒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÑÄÒÕ ÐÒÁŒÏÇÏ. éÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ S, A[S^{−1}] { ÐÌÏÓËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÉÊ. A priori ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÜÔÏ ÒÁ- ÚÕÍÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, É ËÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ë ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍ ÎÁÓ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ŒÅÝÁÍ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏŒÁÔØ { ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÏÝÎÙÊ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚŒÏ- ÌÑÅÔ ÍÎÏÇÉÅ ŒÅÝÉ ÐÏÓÓÞÉÔÁÔØ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÌÏÓËÉÊ. á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ- ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÌÏÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅ- ÓÌÏÖÎÙÅ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÎÁÕËÁ. íÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ, ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ. ðÏËÁ ÞÔÏ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, Á ÒÅÁÌØÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ \ÐÌÏÓËÏÓÔØ" ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ËÁË ÄÒÕÇÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ.

ðÏÇÏŒÏÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ï ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÑÈ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚŒÅŒÌÅÎÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ Y = Spec A ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ X=Y , X = Spec B, ÞÔÏ B { ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ n. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÚÙŒÁÌÏÓØ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ X ×_Y X ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ X ×_Y X = X ∐ X^′ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÈÅÍÙ X^′. îÅÒÁÚŒÅŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ X ×_Y X ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ É ÄÁÌØÛÅ, Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ÛÔÕË ÓÈÅÍ X_i, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ X. îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÍÙ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÒÁÂÏÔÁÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏ Y , Ô.Å. ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ A { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A (É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, B = A^n ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ).

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ŒÙŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÓÔÉ (É ÓÐÏÓÏÂ ÉÚÍÅÒÑÔØ ŒÅÔŒÌÅ- ÎÉÅ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ðÕÓÔØ M ∼= A^n { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Q : M ⊗_A M → A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → M^∗ ÏÂÒÁÔÉÍÏ (ÚÄÅÓØ M^∗ { ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ A-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M → A; ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ, É ÒÁÚ M ∼= A^n, ÔÏ M^∗ ÔÏÖÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÒÁÎÇÁ n). œÙÂÉÒÁÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ M ∼= A^n, Ô.Å. ÂÁÚÉÓ Œ M, ÆÏÒÍÙ Q ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÅÊ; ÔÏÇÄÁ det Q ∈ A { ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ { ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M → M^∗, Á ÐÏÔÏÍÕ ÆÏÒÍÁ Q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det Q ÏÂÒÁÔÉÍ.

œÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ det Q ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ M, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ËÏÔÏÒÊ ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌ (det Q) ⊂ A ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Œ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÜÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ det_A(M) ⊗ det_A(M) → A, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ det(Q) : det_á(M) → det_A(M^∗) = det_A(M)^∗; det_A M ÚÎÁÞÉÔ ÓÔÁÒÛÕÀ ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M). æÏÒÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (det Q) = A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.13. ðÕÓÔØ M { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Q, É ÐÕÓÔØ ’ : M → M_1 { ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ M_1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ M = Ker ’ ⊕ M^′ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Q, É ’ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ M^′ É M_1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ X = Spec B → Y = Spec A. ðÏ ÎÁÛÉÍ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍ, B = A^n { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. îÁ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ŒŒÅÓÔÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Q, ÐÏÌÏÖÉŒ Q(b_1; b_2) = tr(b_1b_2)

(ÚÄÅÓØ b_1b_2 { ŒÅÒÎÅÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÇÏ { ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ B, Á tr { ÜÔÏ ÅÇÏ ÓÌÅÄ). üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

Q(b_1b_2; b_3) = Q(b_1; b_2b_3):

(3.1) äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ Q { ŒÅÒÎÅÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ A { ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉ- ÎÁÎÔÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÑ X=Y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ disc(B=A) ⊂ A.

ìÅÍÍÁ 3.18. îÁËÒÙÔÉÅ X=Y ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ tr(b_1b_2) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, Ô.Å. disc(B=A) = A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÓÌÅÄÏŒÁÑ ÆÏÒÍÁ B=A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÓÌÅÄÏŒÁÑ ÆÏÒÍÁ (B ⊗_A B)=B ÔÏÖÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÉÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ B⊗_AB = B⊕Ker ’, ÇÄÅ ’ : B⊗_AB → B { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). éÚ (3.1) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ, Ô.Å. ÎÁËÒÙÔÉÅ X=Y ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁËÒÙÔÉÅÓ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÎÁËÒÙÔÉÑ çÁÌÕÁ ~X → Y { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ ~X=Y , ÞÔÏ ~X ×_Y X ÅÓÔØ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ËÏÐÉÊ ~X (ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ Œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ). ôÏÇÄÁ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ X=Y ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ~X ×_Y X ÎÁÄ ~X, É ÏÎ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄÏŒÁÑ ÆÏÒÍÁ n ËÏÐÉÊ ~X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. □

îÁÚŒÁÎÉÅ \ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ" ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÚ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ B = A[x]=(P (x)), ÇÄÅ P (x) { ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ. ôÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÇÏÔÏŒÙÊ ÂÁÚÉÓ 1; x; : : : ; x^{n−1} Œ B, É disc B=A ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A; ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÑŒÎÏÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P (x). îÁÍ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÐÏ- ÎÁÄÏÂÉÔÓÑ (ÅÓÌÉ ÈÏÔÉÔÅ, ÍÏÖÅÔÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÞÔÏ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 + px + q ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, p^2 − 4q). úÁÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (x) ÒÁÚÌÏÖÅÎ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, P (x) = (x − ff_1) · · · (x − ff_n), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Œ ÄÒÕ- ÇÏÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ É ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ { Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÌØÃÁ A { ÉÍÅÅÍ disc P (x) = disc B=A = ∏ i≠j

(ff_i − ff_j):

ô.Å. { ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ { ÄÉÓËÒÉÍÉÍÁÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ P (x) ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ { ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ P (x) ÜÔÏ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ P (x) É ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ P^′(x), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ Res(P (x); P^′(x)). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ { Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁÅ ÉÍÅÅÍ disc P (x) = Res(P (x); P^′(x)). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÔØ ÌÉÂÏ ÞÅÓÔÎÏ, ÌÉÂÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÍÁÎÎÏÇÏ ÔÒÀËÁ { ÓŒÅÓÔÉ ŒÓÅ Ë ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ A ÐÏÌÅ, ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÞÔÏ P (x) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÓÒÁŒÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f(x) = (x − ff_1) · · · (x − ff_n), g(x) = (x − fi_1) · · · (x − fi_m) ÉÍÅÅÍ

Res(f(x); g(x)) = ∏ i;j (ff_i − fi_j ) = ± ∏ i g(ff_i);

Á ÐÏÔÏÍÕ Res(P (x); P^′(x)) = ± ∏ i P^′(ff_i) = ± ∏ i ∏ j≠i

(ff_i − ff_j ) = disc P (x):

îÁÍ ÜÔÏ ŒÓÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÂÕÄÕÝÅÅ ÄŒÅ ŒÅÝÉ: (1) Œ ÎÁÕËÅ ÐÒÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ P^′(x), ËÁË ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÕŒÉÄÉÍ, ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÐÏ ÄÅÌÕ, É (2) ÅÓÌÉ A ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, Á P (x) { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÔÁË ÞÔÏ B ÔÏÖÅ ÐÏÌÅ), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ P^′(x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÞÅÍ P (x), Á ÐÏÔÏÍÕ P (x) É P^′(x) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Res(P (x); P^′(x)) ≠ 0, É B=A ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ (Œ ÎÁÕËÅ ÐÒÏ ÐÏÌÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑÔ \ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ"). îÏ Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p ÜÔÏÔ ÔÒÀË ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÏÓÈÉÔÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÑŒÌÅÎÉÑ { ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ P^′(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ! á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ P (x) = x^p { ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, P (x) = Q(x^p) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Q(x) { ÔÏ P^′(x) ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, Á ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.14. ðÕÓÔØ k = (Z=pZ)(t) { ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ (Z=pZ)-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, É ÐÕÓÔØ k^′ = k[x]=(x^p − t) { p-ÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k^′ ÐÏÌÅ, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ k^′ ⊗_k k^′ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË Õ Spec(k^′ ⊗_k k^′)). þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÌÅÄÏŒÁÑ ÆÏÒÍÁ tr(b_1b_2) ÎÁ k^′=k?

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÏÌÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ A = k[t], ÐÒÉÞÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ char k ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÞÉÓÌÏ n, É ÐÏÌÏÖÉÍ B = A[x]=(x^n − t). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÄÏÂÁŒÉÌÉ Ë A ËÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ t.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Spec B ⊗_A B ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Spec B.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B=A ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁË ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ { Spec B ⊗_A B ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ËÏÐÉÊ Spec B! ôÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ çÁÌÕÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ, É n ËÏÐÉÊ Spec B ÂÙÌÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ; Á ÚÄÅÓØ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÎÉ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÇÒÁÆÉËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g_i : B → B.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.16. œ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ Z=nZ, É ÞÔÏ B = A[Z=nZ] ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ Z=nZ.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ŒÅÒÎÙ É ÄÌÑ ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎ- ÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ (1) ŒÅÒÎÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ, É (2) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ Œ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂÝÉÊ { ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ËÏÌØÃÕ k[[t]] ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ t É ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÕÍÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ËÏÌØÃÏ B, ÔÏ ÏÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ A[x]=(x^n − t). îÏ ÜÔÏ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ.