ìÅËÃÉÑ 4.

ëÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. äÉŒÉÚÏÒÙ. ãÅÌÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. ìÅÍÍÁ èÁÒÔÏÇÓÁ. îÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ É ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ. îÁ- ËÒÙÔÉÑ çÁÌÕÁ ËÏÌÅÃ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÉÎÅÒÃÉÉ.

ëÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÈÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ŒŒÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÈÅÍ É ËÏÌÅÃ: ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ É ÃÅÌÙÅ ÓÈÅÍÙ, ÎÅÔÅÒÏŒÙ ËÏÌØÃÁ. óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÉÛÅÍ ÏÄÉÎ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ËÌÁÓÓ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÈ ËÏÌÅÃ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ (ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ) ÐÏÌÑ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v : K^∗ → Z, ÞÔÏ v(ab) = v(a) + v(b) É v(a + b) ≥ min(v(a); v(b)).

åÓÌÉ v { ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÑ K, ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ O_v ⊂ K ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ K, ÞÔÏ v(a) ≥ 0, ÅÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏ. ëÏÌØÃÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÃÅ- ÄÕÒÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ A ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, Á ÐÏÌÅ K { ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ Frac(A) ËÏÌØÃÁ A. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ v ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÎÁ A { ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ K ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ v(ab^{−1}) = v(a) − v(b). îÏ ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ A É ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÉÑ v, ÔÏ ÎÉÏÔËÕÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a ∈ K ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ v(a) ≥ 0, ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÌØÃÅ A ⊂ K. üÔÏ { ÓÉÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ É ŒÙÄÅÌÑÅÔ ËÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ A { ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ A Ó v(a) ≥ 1 ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, Á A { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ (ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ A Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ a ∈ A \ m ÏÂÒÁÔÉÍ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A Ó v(a) = 1 { ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÉÍ { ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ∈ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. œ ËÏÌØÃÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÔÁËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÐÏ ÎÅŒÎÑÔÎÙÍ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ; ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÄÁ ÂÏÌÅÅ ŒÎÑÔÎÙÍ ÔÅÒÍÉÎÏÍ unique factorization domain { ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ UDF).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) A { ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ,

(ii) A { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A ÇÌÁŒÎÙÊ, ÐÒÉÞÅÍ A ÎÅ ÐÏÌÅ,

(iii) A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÎÅ ÐÏÌÅ, Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A { ÇÌÁŒÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (i)⇒(ii) ðÕÓÔØ I ⊂ A { ÉÄÅÁÌ, É ÐÕÓÔØ n = min{v(a) | a ∈ I}. œÙÂÅÒÅÍ a ∈ I, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ v(a) = n. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ b ∈ I ÉÍÅÅÍ v(ba^{−1}) ≥ 0, Á ÐÏÔÏÍÕ ba^{−1} ∈ A, Ô.Å. b ∈ (a). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, I = (a) ⊂ I.

(ii)⇒(iii) ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ (iii)⇒(i). ðÕÓÔØ m = (a) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ a. åÓÌÉ b ∈ m^n, ÎÏ b ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ m^{n+1}, ÔÏ b = a^nc, ÐÒÉÞÅÍ c ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ m. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÌÏËÁÌØÎÏ, c ÏÂÒÁÔÉÍ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ v(v) = n, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ A. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏ ∩_{n≥1}m^n = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ b ∈ ∩_{n≥1}m^n. ôÏÇÄÁ ba^{−n} ∈ K ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÅÖÉÔ Œ A, É (ba^{−n}) ⊂ A { ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ. œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n ÉÍÅÅÍ (ba^{−n}) = (ba^{−n−1}), ÏÔËÕÄÁ ba^{−n−1} = ba^{−n}c, c ∈ A. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÌÉ c = a^{−1} { ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ { ÉÌÉ b = 0. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.3. ëÒÕÌÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒŒÅÌ ËÏÌØÃÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÁÌ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ { ÐÏÄËÏÌØÃÏ A ⊂ K ÐÏÌÑ K ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ K ÉÌÉ x, ÉÌÉ x^{−1} (ÉÌÉ ÏÂÁ) ÌÅÖÁÔ Œ A. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ A ⊂ K ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ v, ÎÏ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Œ Z, Á Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ (ÇÏŒÏÒÑÔ ÎÅÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÏÂÝÉÈ ËÏÌÅÃ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ É ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ { Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ A, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A ÇÌÁŒÎÙÊ. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.2 ÎÅÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÁÀÔ ÎÅÎÅÔÅÒÏŒÙ ËÏÌØÃÁ, Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÎÕÖÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A ËÏÌØÃÁ A ÇÌÁŒÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m=m^2 { ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k = A=m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ëÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÉÑ A ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ É ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ A=m^n, n ≥ 1.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ìÅÍÍÙ 4.2 ÕÓÌÏŒÉÅ m = (a) ÎÅ ÎÕÖÎÏ { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÌÀÂÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÎÅÔÅÒÏŒÏÍ ÃÅÌÏÍ ËÏÌØÃÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ∩m^n = 0. îÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÐÏÚÖÅ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÕÎËÔÁ (ii) ìÅÍÍÙ 4.2, Œ ËÏÌØÃÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÁ { m É 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÓÌÏŒÉÅ (iii) ÔÏÊ ÖÅ ìÅÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË: dim A = dim_k m=m^2. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ É Œ ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ.

äÉŒÉÚÏÒÙ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ, ÌÅÍÍÁ èÁÒÔÏÇÓÁ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÏÌØÃÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 { ÅÓÌÉ dim A_p = 1, ÔÏ ÅÓÔØ ht p = 1, ÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p ⊂ A ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 Œ X = Spec A. ôÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ. ëÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÔÅÍ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (ÐÒÉÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÂÅÚ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ v ÔÏÇÄÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ a ∈ A ÐÏÒÑÄÏË ÅÅ ÎÕÌÑ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÄÉŒÉÚÏÒÁ Y ⊂ X = Spec A.

ìÀÂÏÊ ÌÉ ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ X ÍÏÖÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÚÁÄÁÔØ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅÍ? åÓÌÉ ÚÁÂÙÔØ ÐÒÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÄÁ, É ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉÍÁÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ { ŒÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ A { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ a ∈ A, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ass(A=(a)) ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ËÏÌØÃÁ A.

îÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ a ∈ A ÚÁÄÁŒÁÌÏ ÐÏÄÓÈÅÍÕ Y , Ô.Å. ÞÔÏÂÙ a ÉÍÅÌÏ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ Y ÎÏÌØ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÏÔŒÅÔ ÄÁ, ÅÓÌÉ X = A^n { ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÍÙ ÜÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ), Á Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ ÎÅÔ. ðÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÔÁËÏÊ: A = k[t^2; t^3] ⊂ k[t] { ÜÔÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ t^2 É t^3. ôÏÇÄÁ (t^2; t^3) ⊂ A { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k, ÎÏ dim_k m=m^2 = 2 (É ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ A_m). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ A = k[x; y]=(x^2 − y^3), Ô.Å. X = Spec A { ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; É ÔÏÞËÁ 0 ∈ X \ÏÓÏÂÁÑ" ÄÌÑ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ { ÄÒÕÇÏÇÏ Õ ÎÁÓ ÐÏËÁ ÎÅÔ).

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ A ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ X = Spec A. çÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ f, É ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÚÁÂÙŒ ÐÒÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ŒÚÑÔØ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÍÏÄÕÌÑ A=(f) { ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ X = A^n ŒÓÅ ÜÔÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ. ëÁË ÜÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, É ŒÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ X? œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔŒÅÔ ÔÏÖÅ ÎÅÔ.

õÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ É ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ, É ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅ ËÏÌØÃÁ, ÇÄÅ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÏÂÁ ŒÏÐÒÏÓÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ { ŒÓÅ ÄÉ- ŒÉÚÏÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÏÌØÃÁÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, Ô.Å. ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÄÉÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. üÌÅÍÅÎÔ x ∈ B ÁÌÇÅÂÒÙ B ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A⟨x⟩ ⊂ B { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. áÌÇÅÂÒÁ B=A ÃÅÌÁÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÃÅÌÙÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. üÌÅÍÅÎÔ x ÃÅÌÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P (x) = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ B { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ A; ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ B, ÃÅÌÙÅ ÎÁÄ A, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ðÕÓÔØ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A, Á C ÃÅÌÏ ÎÁÄ B; ÔÏÇÄÁ C ÃÅÌÏ ÎÁÄ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. ãÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÅÊ, ËÏÌØÃÁ A Œ ËÏÌØÃÅ B ⊃ A ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ Œ B, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÓŒÏÅÍÕ ÃÅÌÏÍÕ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ, É ÐÒÏÓÔÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ðÕÓÔØ B { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ A, Á S ⊂ A { ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ B ÃÅÌÁÑ ÎÁÄ A, ÔÏ B[S^{−1}] ÃÅÌÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ A[S^{−1}, Á ÅÓÌÉ A^′ ⊂ B { ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ B, ÔÏ A^′[S^{−1}] { ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A[S^{−1}] Œ B[S^{−1}].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x, É ÐÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ x).

çÌÁŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÏ ÓŒÑÚØ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ É ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÔÁËÁÑ.

ìÅÍÍÁ 4.6. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A, É ÐÕÓÔØ A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (a) ⊂ A, ËÏÔÏÒÙÊ m- ÐÒÉÍÁÒÅÎ, ÔÏ A { ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ (a) ⊂ A m-ÐÒÉÍÁÒÅÎ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ m ∈ Ass(A=m), Ô.Å. ÞÔÏ m = Ann(b; A=(a)) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ b ∈ A. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A { ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÕÎÆÏÒÍÉÚÕÀÝÕÀ { ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ m, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÓÅ m.

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÏÄÉÔÓÑ c = ab^{−1}. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ c, Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c^{−1} : K → K, ÇÄÅ K { ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ A. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ b, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ m ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ bf ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, Ô.Å. c^{−1} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ m ⊂ K ŒÎÕÔÒØ A ⊂ K. ôÏÇÄÁ ÉÌÉ c^{−1}(m) ⊂ m, ÉÌÉ c^{−1}(m) = A. îÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, Á ÐÏÔÏÍÕ m { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ c^{−1} ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÅÎÉÀ P (c^{−1}) = 0 Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ, Á ÐÏÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ c^{−1} ∈ A. ôÏÇÄÁ b = ac^{−1} ∈ (a), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ b. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÍÅÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ { c^{−1}(m) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÓÅ A. ðÏÜÔÏÍÕ c ∈ m, ŒÅÄØ ÜÔÏ ÔÏÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ K, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ 1; É ÌÀÂÏÅ f ∈ m ÒÁŒÎÏ f = c · fc^{−1} ∈ (c). □ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A, ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p ⊂ A ÉÄÅÁÌÁ (a) { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÀÂÏÊ p ∈ Ass(A=(a)) { ÉÍÅÅÔ ŒÙÓÏÔÕ 1, Á ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A_p ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

A = ∩_{ht p=1}A_p:

(4.1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ p ÉÄÅÁÌÁ (a) ⊂ A, A_p { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á (a) ⊂ A_p { p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ðÏ ìÅÍÍÅ, A_p { ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ (É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1). îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÓÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ a=b ÌÅÖÉÔ Œ A_p ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p ⊂ A ŒÙÓÏÔÙ 1. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÞÔÏ a=b ∈ A_p ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ (b) ⊂ A; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÜÔÉ A_p ÅÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (b) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (b) = ∩_ip^{ni}_i ;

ŒÓÅ p_i ŒÙÓÏÔÙ 1, É a ÌÅÖÉÔ ŒÏ ŒÓÅÈ p^{ni}_i . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a ∈ (b). □

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A ŒÙÓÏÔÙ 1 ËÏÌØÃÏ A_p ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (4.1). ôÏÇÄÁ A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x ∈ K ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ P (x) = 0 Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A ⊂ K ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x ∈ A. œ ÓÉÌÕ (4.1), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x ∈ A_p ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ p ⊂ A ŒÙÓÏÔÙ 1. îÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ. □

õÓÌÏŒÉÅ \ŒÓÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ Œ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÓÕÔØ ËÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ" ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ Œ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 (É ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ R_1); ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ, ÉÌÉ ÖÅ ÇÌÁÄËÉÅ ËÏÌØÃÁ, ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕ- ÞÁÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÏÂÝÅÇÏ ÑŒÌÅÎÉÑ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÓÍÙÓÌ ÕÓÌÏŒÉÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≥ 2. õÓÌÏŒÉÅ (4.1) ÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁË \ÕÓÌÏŒÉÅ óÅÒÒÁ S_2" (ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ); ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÏÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ K ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ { ÉÌÉ ÖÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆ- ÎÙÅ { ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X = Spec A. ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ X, ÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÅ ŒÓÀÄÕ { ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÌÀÓÁ É Ô.Ä. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ x ∈ A_p ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p ⊂ A ŒÙÓÏÔÙ 1, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≥ 2, É ÕÓÌÏŒÉÅ (4.1) ÇÌÁÓÉÔ: ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≥ 2, ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ. œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ { Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ÂÅÒÅÔÓÑ ÛÁÒ Œ C^n { ÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁË ìÅÍÍÁ èÁÒÔÏÇÓÁ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÐÒÏÝÅ { ËÏÌØÃÏ

ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ (4.1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ A^n . îÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ A^n , Á É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎoÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÊ ŒÅÓØÍÁ ÐÌÏÈÉÈ.

íÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÍÐÉÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÈÅ- ÍÁÍÉ (Ô.Å. ÓÐÅËÔÒÁÍÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ): ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ÎÁ X { ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÀ { ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÅ \Œ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1", ÇÄÅ ÜÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏ, ÐÏ- ÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÅ, Á ÐÏÔÏÍ ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÐÏ ìÅÍÍÅ èÁÒÔÏÇÓÁ. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÜÔÁ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÖÕÌØÎÉÞÅÓÔŒÏ { ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÅÓÔÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÍÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. õÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏ ÞÅÇÏ ÜÔÏ ÖÕÌØÎÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÕË- ÔÉŒÎÏ.

îÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ É ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ.

ðÏÄŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÔÏÇ: ÎÁ ÜÔÏÊ É ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ, ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÞÅÇÏ, ŒÙÄÅÌÉÌÉ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÈÅÍ, ËÁÖÄÙÊ ÌÕÞÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. óÈÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÏÊ; ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÃÅÌÏÊ; ÃÅÌÁÑ ÓÈÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ. åÓÌÉ ÄÁÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ X, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÕÌÕÞÛÁÔØ:

óÈÅÍÁ X ⇒ åÅ ÒÅÄÕËÃÉÑ Y = X_{red} ⇒ îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Y_i ⇒

éÈ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ~Y_i

(ëÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ ÐÒÏÓÔÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ ÃÅÌÏÊ ÁÆÆÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X = Spec A, ÉÍÅÀÔ Œ ŒÉÄÕ ÎÏÒ- ÍÁÌÉÚÁÃÉÀ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ { ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÃÅÌÏÍÕ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ A Œ Frac(A)). ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÀÔ.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ŒÚÑÔÉÅ ÃÅÌÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ ÒÁÚÒÕÛÁÔØ. ó ÎÁÉŒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÓÔÒÁÎÎÏ { ÂÙÌÏ ÂÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÄÁÖÅ ÂÏÌØ- ÛÅÇÏ: ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ B ÃÅÌÏÅ ÎÁÄ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ A ⊂ B, ÔÏ B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁÍ A-ÍÏÄÕÌØ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ A⟨x⟩, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ). îÏ ÜÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅŒÅÒÎÏ. ëÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÔÒÏÉÌ áËÉÄÚÕËÉ Œ 30È ÇÏÄÁÈ, É ÜÔÏ ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ ÐÅÒŒÙÊ ÓÅÒSSÅÚÎÙÊ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. úÁÔÅÍ, Œ 50È ÇÏÄÁÈ, îÁÇÁÔÁ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ Ó ÎÅÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁ- ÎÉÅÍ (ÔÁËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3).

ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÁ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÔÅÈ ËÏÌÅÃ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ \ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ" ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ { ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÉÚÕÞÁÅÔ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÀ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÎÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÅÇÏ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ.

ìÅÍÍÁ 4.9. ðÕÓÔØ A ⊂ K { ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, É ÐÕÓÔØ L ⊃ K { ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ (=ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ K. ôÏÇÄÁ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ B ⊂ L ËÏÌØÃÅ A Œ L ËÏÎÅÞÎÏ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ { ÚÁÍÅÎÉŒ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ L ÎÁ ÂÏÌØÛÅÅ ÐÏÌÅ { ÞÔÏ L ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ K ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G = {g_i; 1 ≤ i ≤ n}. çÒÕÐÐÁ G ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÃÅÌÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÃÅÌÙÅ, Ô.Å. ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ B ⊂ L. ðÏÓËÏÌØËÕ L { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K, ÏÎÏ ÃÅÌÏÅ ÎÁÄ K, É B ⊗_A K = L. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ y_i, 1 ≤ i ≤ n, ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ÎÁÄ K, ÞÔÏ ŒÓÅ y_i ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÅÖÁÔ Œ B ⊂ L.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ z ∈ B { ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ËÁË z = ∑ c_iy_i, c_i ∈ K. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÉÏÔËÕÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_i ÌÅÖÁÔ Œ A ⊂ K. îÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g_j ∈ G, g_j(z) = ∑ c_ig_j(y_i) ÌÅÖÉÔ Œ B ⊂ L. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ g_j(y_i) ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ B.

õÍÎÏÖÁÑ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÇÌÁŒÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ g_j(y_i), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ C_i = c_iD ∈ B, ÇÄÅ D = det(g_j(y_i)) { ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ g_j (y_i). üÔÏÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÌÅÖÉÔ Œ B, ÎÏ ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔ d = D^2 ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ G, Á ÐÏÔÏÍÕ d ∈ K ∩ B = A.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ c_id ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÏÄËÏÌØÃÕ A ⊂ K. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÞÔÏ d ÜÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ L=K, É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ d ≠ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ d^{−1}, Á z ÌÅÖÉÔ Œ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅ M ⊂ L, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ d^{−1}y_i. ðÏÓËÏÌØËÕ z ∈ B ÂÙÌÏ ÌÀÂÏÅ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ ÞÔÏ B ⊂ M, É Œ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ. □

þÔÏÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.10 (ìÅÍÍÁ îÅÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ.). ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_1; : : : ; x_n ∈ A. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ y_1; : : : ; y_m ∈ A, ÞÔÏ A ÃÅÌÏÅ ÎÁÄ k[y_1; : : : ; y_m] ⊂ A.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÅÎ { ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ A^n ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÁ. äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÎÏ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ { ÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ (ÍÙ ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ). äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k (ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ìÅÍÍÙ îÅÔÅÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ É ÒÁÂÏÔÁÅÔ ŒÓÅÇÄÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ x_1; : : : ; x_n ∈ A ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ k. åÓÌÉ ŒÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ { ÂÅÒÅÍ y_i = x_i. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ P (x_1; : : : ; x_n) = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ d ≥ 1. ðÕÓÔØ P_d(x_1; : : : ; x_n) { ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÏŒÎÏ d Œ ÐÏÌÉÎÏÍÅ P . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÅ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ c_1; : : : ; c_{n−1} ∈ k, ÞÔÏ P_d(c_1; : : : ; c_{n−1}; 1) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ y_i = x_i − c_ix_n, 1 ≤ i ≤ n − 1, ÔÏ

P (x_1; : : : ; x_n) = P (x_1 + c_1y_1; : : : ; x_{n−1} + c_{n−1}y_{n−1}; x_n) = P_d(c_1; : : : ; c_{n−1}; 1)x^d_n + g_1x^{d−1}_n + · · · + g_{d−1};

ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ g_i ÌÅÖÁÔ Œ A_0 = k⟨y_1; : : : ; y_{n−1}⟩ ⊂ A. ðÏÜÔÏÍÕ x_n ÃÅÌÏÅ ÎÁÄ A_0. ôÏÇÄÁ É ŒÓÅ x_i = y_i + c_1x_n ÃÅÌÙÅ ÎÁÄ A_0, Ô.Å. ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ A_0, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.11. ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. ôÏÇÄÁ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A^′ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÅÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ìÅÍÍÅ îÅÔÅÒ, ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ K ÁÌÇÅÂÒÙ A ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ ŒÉÄÁ k(y_1; : : : ; y_m), ÐÒÉÞÅÍ A ⊂ K ÃÅÌÏ ÎÁÄ k[y_1; : : : ; y_m] ⊂ k(y_1; : : : ; y_m). ðÏÓËÏÌØËÕ char k = 0, ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. ðÏ ìÅÍÍÅ 4.9, ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ k[y_1; : : : ; y_m] Œ K ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË k[y_1; : : : ; y_m]-ÍÏÄÕÌØ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ A É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A^′; ÏÎÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, Á ÐÏÔÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ. □ œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÜÔÏ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ, ÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ { ÎÁÄÏ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏŒÁÔØ É ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ; ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÍ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÅÓÔÁ.

œ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÈÎÉËÕ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÕÞÉÔØ ÒÁÚ- ŒÅÔŒÌÅÎÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ A { ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ K, É ÐÕÓÔØ L { ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅ K ÓÔÅÐÅÎÉ n (ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ Spec K ⊂ Spec A). ôÏÇÄÁ ÅÓÔØ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ŒÓÅÇÏ Spec A { Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÀ B ⊂ L ËÏÌØÃÁ A Œ ÐÏÌÅ L.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. ëÏÌØÃÏ B ÅÓÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ n (ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ- ÃÉÀ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ { É ÕÖÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ { ÎÁËÒÙÔÉÅ Y = Spec B → X = Spec A. þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÉÚÕÞÉÔØ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ⊂ A ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ B_o = B=mB. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, Y_o = Spec B_o ÜÔÏ ÓÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Y → X ÎÁÄ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ Y . óÈÅÍÁ Y_o, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ (ÉÚ-ÚÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ). åÅ ÒÅÄÕËÃÉÑ Y_o { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÏÎÉ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÐÒÏÓÔÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ m_i ⊂ B ÉÄÅÁÌÁ mB ⊂ B; ÐÏÓËÏÌØËÕ B=m_i { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ A=mA, ÏÎÏ ÓÁÍÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÍ, Ô.Å. ŒÓÅ m_i ⊂ B { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m_i ⊂ B ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ B_{mi} { ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ.

þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ L=K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G. ôÏÇÄÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {m_i}. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ G_0 ⊂ G ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ m_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ, k_i = B=m_i { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ k = A=m Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ G^′_0; ÐÏÓËÏÌØËÕ G_0 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ k_i, ÉÍÅÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G_0 → G^′_0, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. åÇÏ ÑÄÒÏ I ⊂ G_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÏÊ ÉÎÅÒÃÉÉ ÉÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÅÒÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ É ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÊ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÆÁËÔ.

ìÅÍÍÁ 4.12. ðÕÓÔØ char k = 0. ôÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÎÅÒÃÉÉ I { ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÐÏÒÑÄËÁ m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÇÒÕÐÐÁ I ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ B_i = B_{mi} , ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÅ k_i = B_i=m_i ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ I ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ m_i=m^2_i k_i-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÁŒÔÏÒÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I → k^∗_i . åÇÏ ÏÂÒÁÚ { ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ g ∈ I ÐÅ- ÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Œ 0. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ a ∈ m_i { ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÁÑ, g(a) = a mod m^2_i . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ g(a) ≠ a mod m^n_i . ôÏÇÄÁ g ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⨁ 1≤j≤n m^j_i =m^{j+1}_i

ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. îÏ ÏÎ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; Á ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ char k = 0, ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ. □ åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÓÉÔÕÁÃÉÑ ËÕÄÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ { ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ I → k^∗, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉËÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

œÅÒÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p = char p; ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ n ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÁ Ó p, ÔÏ ÄÉËÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÎÅÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÅ). ðÕÓÔØ v_i ∈ B_i { ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ B_i, É ÐÕÓÔØ a ∈ m { ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÁÑ. þÉÓÌÏ v_i(a) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ, ÉÎÄÅËÓ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ ÉÎÅÒÃÉÉ. ëÁË ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÉÎÄÅËÓ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ disc(B_i=A)?