ìÅËÃÉÑ 6.

òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. íÏÄÕÌØ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ. òÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌÙ. œÅÔŒÌÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÔÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÜÎÁ Ï ÐÏÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ.

òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ.

œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÔÅÏÒÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ { Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ m-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ q ⊂ m, ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÁÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ÎÅÌØÚÑ ÐÏÒÏÄÉÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ dim A ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ. éÚ ìÅÍÍÙ îÁËÁÑÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; : : : ; a_d ∈ m ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ Œ m=m^2 ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ m=m^2 { ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, ÉÌÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ m ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ËÁË A=m-ÍÏÄÕÌØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ,

dim_k m=m^2 ≥ dim A;

ÇÄÅ k { ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ k = A=m.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. îÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: dim_k m=m^2 = dim A.

ðÅÒŒÙÊ ŒÏÐÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÔÁËÏÊ: ÎÁÓËÏÌØËÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ? ôÏÞÎÅÅ, ÐÕÓÔØ A { ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, É ÐÕÓÔØ p ⊂ A { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ; ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A_p { ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ? óÒÅÄÓÔŒÁÍÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÎÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ, É ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÏÌÇÏ ÜÔÏ ÂÙÌÁ ÔÒÕÄÎÁÑ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ. ðÏÔÏÍ, Œ 50È ÇÏÄÁÈ, óÅÒÒ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÄŒÅ ÓÔÒÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. íÙ ÜÔÉÍ ÚÁÊÍÅÍÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÅÍÅ- ÓÔÒÅ; ÐÏËÁ ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

æÁËÔ 6.2 (óÅÒÒ). ðÕÓÔØ p ⊂ A { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ; ÔÏÇÄÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A_p { ÔÏÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÅÇÌÕÑÒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÙÅ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ: ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A, ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A_p { ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. çÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÏÓÏÂÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. ôÏÞËÁ x ∈ X ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X = Spec A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏ- ÂÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A_p Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ { ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÌØÃÏ. óÈÅÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÉÌÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ÔÏÞËÉ ÎÅÏÓÏÂÙÅ.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ìÅÍÍÁ 6.4. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ,

(ii) ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ^A ÐÏ m-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ,

(iii) ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ gr_m A = ⨁ n≥0 m^n=m^{n+1} ÐÏ m-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ { ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ k = A=m ÏÔ d ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, gr_m A = gr_m ^A; ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (i)⇔(iii). ðÒÉ ÜÔÏÍ gr_m A ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÓŒÏÅÊ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ d = dim_k m=m^2, ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ x_1; : : : ; x_d Œ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : k[x_1; : : : ; x_d] → gr_m A, ÔÏ ’ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, É (iii) ŒÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’ { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ’ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, ÐÏÌÉÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ø(gr_m A) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÌØÃÁ ÍÎoÇÏÞÌÅÎÏŒ:

Ø(gr_m A)(n) ≤ Ø(k[x_1; : : : ; x_d])(n) = ( n + d n ) : âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ’ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ 0 ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ∈ k[x_1; : : : ; x_d] ÓÔÅÐÅÎÉ l, ÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ 0 É ŒÅÓØ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (P ), Á ÐÏÔÏÍÕ

Ø(gr_m A)(n) ≤ ( n + d n ) − ( n + d − l n − l ) ; É ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÓÔÅÐÅÎÉ d − 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, deg Ø(gr_m A) ≤ d, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ’ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. þÔÏÂÙ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ deg Ø(gr_m A) = d(A) = dim A. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ìÅÍÍÙ 6.4, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅ- ÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

œÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ.

æÁËÔ 6.5. òÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ (Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÎÏÒÍÁÌØÎÏ).

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÖÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÏÔËÌÁÄÙ- ŒÁÅÔÓÑ.

îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ŒÓÅ ÖÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ É ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, É ÏÔ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ. óÉÔÕÁÃÉÑ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÕÞÛÅ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÀ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙ- ÞÅÔÏŒ k; ÐÏÄÐÏÌÅ K ⊂ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÅÓÌÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ A → k ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ K ∼= k.

ìÅÍÍÁ 6.6. ðÕÓÔØ A { ÐÏÌÎÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÅ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ k ⊂ A. ôÏÇÄÁ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[x_1; : : : ; x_d]] ÏÔ d = dim A ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_1; : : : ; x_d ∈ m, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k[x_1; : : : ; x_d] → A. œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÔÙ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : k[[x_1; : : : ; x_d]] → A. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ìÅÍÍÙ 6.4, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ’ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □ îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ). ôÏÇÄÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, A ÓÏÄÅÒÖÉÔ k, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ A=m ÅÓÔØ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï

ÂÁÚÉÓÅ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó k. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ^A ÐÏ m-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ A { ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ ÅÅ ÐÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ ^A Œ ÌÀÂÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ m ⊂ A ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ dim A ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÏÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, é.ó. ëÏÜÎ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ÐÏÌÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. œ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0.

ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, É ÐÕÓÔØ m ⊂ A { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ Spec A. ôÏÇÄÁ m=m^2, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k = A=m, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ É ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ, ŒÎÅ ÓŒÑÚÉ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØÀ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.7. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (m=m^2) ÎÁÄ k, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë m=m^2, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ X = Spec A Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ T_mM ËÁËÏÇÏ-ÔÏ C^∞-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M Œ ÔÏÞËÅ m ÏÂÙÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ŒÓÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : R → M ÉÚ ÐÒÑÍÏÊ R Œ M, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ 0 ∈ R Œ m ∈ M, É ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÑ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ Œ 0 ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ (Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ). ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ’ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë M Œ m ∈ M. œ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÚÁ ÓÞÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ A^1_k = Spec k[t], ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÅËÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÕÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k⟨”⟩ = k[”]=”^2. ôÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ë X = Spec A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k-ÓÈÅÍ ’ : Spec k⟨”⟩ → Spec A. îÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ’ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k-ÁÌÇÅÂÒ A → k⟨”⟩. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_0 : A → k, Ô.Å. ÔÏÞËÕ x ∈ X, Á ÔÁËÖÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÁÎÎÏÅ: ÐÏÄSSÅÍ ’_0 ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ (ËÏÔÏÒÏÅ É ÚÁÄÁÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X).

ìÅÍÍÁ 6.8. ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, É ÐÕÓÔØ m ⊂ A { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X = Spec A. ôÏÇÄÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ T_xX ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ë X Œ ÔÏÞËÅ x ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ (m=m^2)^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÐÏÞÔÉ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, T_xX ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ k-ÁÌÇÅÂÒ ’ : A → k⟨”⟩, ËÏÔÏÒÙÅ m ⊂ A ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ Œ ” · k ⊂ k⟨”⟩. ðÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ- ÓÔÉ, ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ’ ÄÏÌÖÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ m^2 ⊂ A Œ ”^2 · k⟨”⟩ ⊂ k⟨”⟩, Á ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ; ÐÏÜÔÏÍÕ ’ ÍÏÖÎÏ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A=m^2 → k⟨”⟩. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ’ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ m=m^2 → k = ” · k ⊂ k⟨”⟩, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ (m=m^2)^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T_xX → (m=m^2)^∗.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ A ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÅÓÔØ k-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ k = k · 1 ⊂ A, É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ A=m^2 = k ⊕ m=m^2 Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ k-ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ȷ : m=m^2 → k, ÔÏ ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÅÍÕ ’ ∈ T_xX ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ ’(a ⊕ b) = a + ”ȷ(b). □ œÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ C^∞-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ¸ ∈ T_mM, ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M, ËÏÔÏÒÙÅ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.9. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : A → M, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

D(ab) = aD(b) + bD(a);

ÇÄÅ a É b { ÌÀÂÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. ðÕÓÔØ B ⊂ A { ÐÏÄËÏÌØÃÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ D : A → M B-ÌÉÎÅÊÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D(b) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B ⊂ A.

ôÏÇÄÁ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ C^∞(M).

œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ \ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ" ÔÁ- ËÏÊ: ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’_x : A → k⟨”⟩, ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X = Spec A, ÍÙ ÏÂSSÅÄÉÎÑÅÍ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÄÕÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ A⟨”⟩ = A ⊗_k k⟨”⟩, É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÏÄÎÏ ÏÂÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A → A⟨”⟩, ÐÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ

A^’−→ A⟨”⟩ −→ A

(6.1)

ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ’ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ X ×_k Spec k⟨”⟩ → X. œ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÅ x ÔÁËÏÅ ’ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_x : A → A⟨”⟩ → (A=m_x)⟨”⟩, É Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (6.1), ’_x ÅÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÙÊ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÔÏÞËÅ x. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÕÓÔØ B = A⟨”⟩. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ B → B=”B = A ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ D : A → A. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÕÓÔØ B = A ⊕ M { ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ A É ËÁËÏÇÏ-ÔÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M, ÐÒÉÞÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ B ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(a_1 ⊕ m_1)(a_2 ⊕ m_2) = (a_1a_2) ⊕ (a_1m_2 + a_2m_2)

(ÜÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÏÌØ, split square-zero extension). õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ B → A = A=M É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ D : A → M.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ A { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A É ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k = A=m. ðÕÓÔØ Ë ÔÏÍÕ A { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ (m=m^2)^∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Der_k(A; k) k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÉÚ A Œ A-ÍÏÄÕÌØ k = A=m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ I ⊂ B { ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ B, ÞÔÏ I^2 = 0 (ÔÁËÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÏÌØ). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÔÁËÖÅ ËÏÌØÃÏ A, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : A → B É ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : A → I. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f + D { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

üÔÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÏÔËÕÄÁ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÂÅÒÕÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ËÏÌØÃÁ A, B, É ÄŒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f_1; f_2 : A → B, É ÐÕÓÔØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ f_1 = f_2 mod I ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ B. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÛÁÇ Œ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ f_1 É f_2 { ÜÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ I^2. ôÏÇÄÁ ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ f_1 − f_2 ÂÕÄÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅÍ ÉÚ A Œ I=I^2. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓËÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÜÔÏ \ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ" Ë ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

íÏÄÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A, A-ÍÏÄÕÌÑ M, ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D : A → M, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ aD, (aD)(b) = aD(b), ÔÏÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ; ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÔÏÖÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Der(A; M) { Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Der(A; A) { ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ A-ÍÏÄÕÌÑ. åÓÌÉ ÄÁÎÏ ÐÏÄ- ËÏÌØÃÏ B ⊂ A, ÔÏ ÜÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó B-ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ, ÔÁË ÞÔÏ B-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Der_B (A; M) ⊂ Der(A; M).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. ðÕÓÔØ A = k[x_1; : : : ; x_d], k { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ A-ÍÏÄÕÌØ Der_k(A; A).

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÍÏÄÕÌØ Der(A; A) ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ËÏÌÅÃ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → B, ÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Der(A; B) É Der(B; B). á ÅÓÌÉ m ⊂ A { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ Der(A; A) É ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Der(A; A=m). é ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂSSÅÄÉÎÑÌ ÂÙ Œ ÓÅÂÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

óÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÎÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ, Ô.Ë. É Œ ÏÂÙÞÎÏÊ C^∞-ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ { ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ.

œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ ÄÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

ìÅÍÍÁ 6.10. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÏÌØÃÏ A É ÐÏÄËÏÌØÃÏ B ⊂ A. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ⟨d; ˙(A=B)⟩ ÉÚ A-ÍÏÄÕÌÑ ˙(A=B) É B-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d : A → ˙(B=A), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M É B-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D : A → M, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ A-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_D : ˙(A=B) → M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’_D ∘ d = D.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ŒÅÒÎÏ ÐÏ ŒÐÏÌÎÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ: ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ˙(A=B) ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ da, ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A, ÐÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍÕ ÎÁ d(ab) − ad(b) − bd(a), a; b ∈ A, É d(b), b ∈ B ⊂ A, ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ˙(A=B) Ó ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ d : A → ˙(A=B) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ, ËÁË ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ Œ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ { ÅÓÌÉ ÎÁÛÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ⟨d; ˙(A=B)⟩ É ⟨d^′; ˙^′(A=B)⟩, ÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ’_d : ˙^′(A=B) → ˙(A=B) É ’_d′ : ˙(A=B) → ˙^′(A=B).

ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÓÔÕËÔÕÒÅ ˙(A=B). ðÏÜÔÏÍÕ ËÕÄÁ ÐÏÌÅÚÎÅÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A⊗_B A, É ÐÕÓÔØ I ⊂ A⊗_B A { ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ A⊗_B A → A (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, I ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d : A → I ÆÏÒÍÕÌÏÊ d(a) = a⊗1−a⊗a. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ I=I^2. üÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ A-ÍÏÄÕÌØ, É ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ d : A → I → I=I^2 { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ I=I^2 ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ˙(A=B).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎ A-ÍÏÄÕÌØ M É B-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ D : A → M. ôÏÇÄÁ ÐÏ õÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 6.3 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ A^′ = A ⊕ M, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ f : A → A^′, f(a) = a ⊕ D(a). õ ÎÁÓ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f_0 : A → A^′, f_0(a) = a ⊕ 0. éÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A ⊗ A → A^′. ðÏÓËÏÌØËÕ D ÂÙÌÏ B-ÌÉÎÅÊÎÏ, f ⊗ f_0 ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ⊗ f_0 : A ⊗_B A → A^′. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ I ⊂ A ⊗_B A Œ M ⊂ A^′, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ I^2, É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ A-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ⊗ f_0 : I=I^2 → M. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

(f ⊗ f_0)(d(a)) = (f ⊗ f_0)(a ⊗ 1 − 1 ⊗ a) = f(a) − f_0(a) = D(a);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.11. íÏÄÕÌØ ˙(A=B) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ B.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÊ ìÅÍÍÙ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ÎÅÔÅÒÏŒÏ, Á A { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖ- ÄÅÎÎÁÑ B-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ˙(A=B) { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : A → B { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÔÒÅÔØÉÍ ËÏÌØÃÏÍ C. ôÏ- ÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ D : A → M { Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ d : A → ˙(A=C) { ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D : B → M, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏ- ÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ B=C: ÉÍÅÅÍ B-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_D : ˙(B=C) → M. ðÏÓËÏÌØËÕ M ÚÄÅÓØ A-ÍÏÄÕÌØ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÐÏÌÎÑ- ÅÔÓÑ ÄÏ A-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˙_B ⊗_B A → M. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M = ˙(A=C), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∗ : ˙(B=C) ⊗_B A → ˙(A=C), ËÏÔÏÒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ˙(A=B) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÄŒÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.12. (i) ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ B, Á B, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ C.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÅÊ

˙(B=C) ⊗_B A −−−→ ˙(A=C) −−−→ ˙(A=B) −−−→ 0;

(6.2)

ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B → A.

(ii) ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ C, I ⊂ A { ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A, Á B = A=I. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ B-ÍÏÄÕÌÅÊ

I=I^2 −−−→ ˙(A=C) ⊗_A B −−−→ ˙(B=C) −−−→ 0;

(6.3)

ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ I ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d : A → ˙(A=C).

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÅÓÌÉ X = Spec A É Y = Spec B, ÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÐÕÎËÔ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → Y { ÐÒÉÞÅÍ Œ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ { Á ŒÔÏÒÏÊ ÐÕÎËÔ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÐÏÄÓÈÅÍÕ Y ⊂ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (6.2) ÔÏÞÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 −−−→ Hom_A(˙(A=B); M) −−−→ Hom_A(˙(A=C); M) −−−→ Hom_B (˙(B=C); M);

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÎÁ

0 −−−→ Der_B (A; M) −−−→ Der_C (A; M) −−−→ Der(B; M):

üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅŒÁ ÐÒÏÓÔÏ ÄÁÎÁ, Ô.Ë. É Der_B (A; M), É Der_C (A; M) { ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ Œ Der(A; M), Á ÔÏÞÎÏÓÔØ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ C-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ B- ÌÉÎÅÊÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÚ B Œ M (ÜÔÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞÎÏÓÔØ (6.3) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ

0 −−−→ Der_C (B; M) −−−→ Der_C (A; M) −−−→ Hom_B(I=I^2; M);

ÚÄÅÓØ ÔÏÞÎÏÓÔØ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ C-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ D : A → M ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ B = A=I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ I. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.13. ó ÏÂÝÅÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÜÔÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅËÒÁ- ÓÉŒÏ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÈÏÞÅÔÓÑ ÏÂÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊ, ÂÏÌÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÔÏÞÎÙ ÓÌÅŒÁ. œÓÅ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÉÉ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ { ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ. îÏ ÜÔÏ ÐÏ ÐÏÎÑÔÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. ðÕÓÔØ k { ÐÏÌÅ; ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ˙(A=k), ÇÄÅ A ÒÁŒÎÏ

(i) k[x],

(ii) k[x_1; : : : ; x_d],

(iii) k[x]=(x^n), n ≥ 2 (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÉ char k = 0 É char k ¿ 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. ðÕÓÔØ S ⊂ A { ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ ËÏÌØÃÅ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙(A[S^{−1}]=A) = 0.

íÏÄÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ É ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ (Á ÔÁËÖÅ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍ ÍÏÄÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ, ÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ). ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÚÄÅÓØ ÔÁËÁÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.14. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ f : A → B, É ÐÕÓÔØ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, Á B { ËÏÎÅÞÎÏ- ÐÏÒoÖÄÅÎÎÁÑ A-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ f ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˙(B=A) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ f ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ B_1 = B ⊗_A B ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ B ⊕ B^′, ÇÄÅ B^′ = I { ÑÄÒÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B ⊗_A B → B. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, I^2 = I, Á ÐÏÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ˙(B=A) = I=I^2 = 0. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ ˙(B=A) = 0; ÔÏÇÄÁ I = I^2, É, ÐÏ (ÓÌÅÇËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ) ìÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B_1, ÞÔÏ b = 1 mod I É bI = 0. œ ÞÓÔÎÏÓÔÉ, b(1 − b) = 0, ÏÔËÕÄÁ b^2 = b, (1 − b)^2 = a − b, É B_1 = bB_1 ⊕ (1 − b)B_1, ÐÒÉÞÅÍ (1 − b)B_1 = I = B^′, Á bB_1 ∼= B. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.15. ðÕÓÔØ B = A[x]=(P (x)). ôÏÇÄÁ B=A ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P (x) ŒÚÁÉÍÎÏ-ÐÒÏÓÔÏ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ P^′(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (6.3), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

B −−−→ B = ˙(A[x]=A) ⊗_A B −−−→ ˙(B=A) −−−→ 0;

ÐÒÉÞÅÍ ÌÅŒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ { ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ P^′(x) ∈ B. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, Ô.Å. 1 = P^′(x) mod P (x). □

íÙ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ { ÈÏÔÑ É ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ { ËÏÇÄÁ ŒÙÞÉÓÌÑÌÉ ÄÉÓËÒÉ- ÍÉÎÁÎÔ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÅÇÏ É ÄÏËÁÚÁÌÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ B = A[x]=(P (x)), ˙(B=A) ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÒÁÎÇÁ 1, Ô.Å. ˙(B=A) = B=I ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÄÅÁÌÁ I. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÔÏÊ. œ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÔÕ ÏÂÙÞÎÏ ŒŒÏÄÑÔ ÔÏÇÄÁ ÖÅ, ËÏÇÄÁ É ÄÉÓ- ËÒÉÍÉÎÁÎÔ, É ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ (ÐÒÉÞÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÔÁ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ). ó ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÜÔÏ ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÒÁŒÄÁ, ÎÏ ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÔÁ ËÁË ÉÄÅÁÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ B ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ A ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. âÏÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ { ÜÔÏ ÍÏÄÕÌØ ˙(B=A).

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔËÉ 0. çÌÁŒÎÏÅ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÔÁËÏÅ.

ìÅÍÍÁ 6.16. úÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ X = Spec A ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ˙(A=k)_m ÍÏÄÕÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ˙(A=k) Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ m ÔÏÞËÉ x { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A_m. òÁÎÇ ÜÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÒÁŒÅÎ dim A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.17. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÎÁÕÞÎÏ ÜÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌØ ˙(A=k) ÐÌÏÓ- ËÉÊ Œ x ∈ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÎÉÍ A ÎÁ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ A_m. ôÏÇÄÁ ˙(A_m=k) = ˙(A=k) ⊗_A A_m ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, É ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÌÉ ÏÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ Hom_k(˙(A=k); k) = Der_k(A; k) = (m=m^2)^∗, ÉÍÅÅÍ ˙(A=k) ⊗_A k = m=m^2 (ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (6.3), ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞÎÁ É ÓÌÅŒÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ìÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ, ÍÏÄÕÌØ ˙(A=k) ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÒÏÄÉÔØ ÎÁÄ A ÓÁÍÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ d = dim m=m^2 ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. ïÎ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅÔ ÎÁÄ K = Frac(A); ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ dim_K ˙(A=k)⊗_A K = d.

œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ m-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ n = dim A ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1; : : : ; a_n, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ A^′ = k[a_1; : : : ; a_n] ⊂ A. ôÏÇÄÁ K ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ K^′ = Frac(A^′). ô.Ë. char k = 0, ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÅ; ÐÒÉÍÅÎÑÑ (6.2) Ë K=K^′=k, ÐÏÌÕÞÁÅÍ dim_K ˙(K=k) ≤ dim_K′ ˙(K^′=k) = dim_K′ ˙(A^′=k) ⊗_A′ K^′ = n;

É ˙(A=k) ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d = n = dim A. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ. □ îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÕÓÌÏŒÉÊ { ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔØ A É char k = 0 { ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ. ïÂÁ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÎÅÌØÚÑ (ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ, ÒÅÛÉÔÅ õÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÅ 6.8 (iii)).

ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÜÎÁ

îÁËÏÎÅÃ, Œ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÌÅËÃÉÉ, ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ é.ó. ëÏÜÎÁ (Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÈÁÒÁËÔÒÉ- ÓÔÉËÉ 0).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.18. ðÕÓÔØ A { ÐÏÌÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A É ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ K = A=m ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, É ÐÕÓÔØ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÌÅ k. ôÏÇÄÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÐÏÌÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ K ⊂ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ: ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÐÏÄÐÏÌÅ k ⊂ K, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : k → A, ÐÒÉÞÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ k^’−−−→ A

K A=m ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ’ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’_1 : K → A, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÏÌÅ K_1 ⊂ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k, ÈÏÒÏÛÅÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÏÌÑ K_2 ⊂ K_1, k ⊂ K_2, ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_2 : K_2 → A, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÅ ’ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’_1 : K_1 → A Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ôÏÇÄÁ k ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÈÏÒÏÛÅÅ (ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÕÓÔÏ), É ÐÏ ìÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÈÏÒÏÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ K_1 ⊂ K. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ’ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÚÖÉÔØ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’_1 : K_1 → A. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ K_1 = K.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. œÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ K, x ∉ K_1. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ x ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ ÎÁÄ K_1, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ’_1 ÎÁ K_1(x) ⊂ K, ÐÅÒÅŒÅÄÑ x Œ ÌÀÂÏÅ a ∈ A, a = x mod m. ðÏÓËÏÌØËÕ K_1 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ, ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, x ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ K_1, É K_1⟨x⟩ ⊂ K ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ K_1[x]=(P (x)). ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ŒÁÖÎÕÀ ìÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 6.19. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

K^’−−−→ B

K[x]=(P (x))^’−−−→ B=I ;

ÇÄÅ K { ÐÏÌÅ, B { ËÏÌØÃÏ, Á I ⊂ B { ÉÄÅÁÌ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ 0. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ K[x]=(P (x)) ÎÅÒÁÚŒÅÔ- ŒÌÅÎÏ ÎÁÄ K, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’^′ : K[x]=(P (x)) → B, ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.20. îÁÕÞÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÁËÏÅ: K[x]=(P (x)) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÌÁÄËÏ ÎÁÄ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÏÅ b ∈ B, ÒÁŒÎÏÅ ’(x) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ I, É ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ x Œ ÎÅÇÏ. ðÏ- ÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’^′ : K[x] → B. îÁÄÏ ÐÏÄÐÒÁŒÉÔØ ÅÇÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ’^′(P (x)) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÍÅÎÑÔØ ’^′ mod I, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÎÅÍÕ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ D : K[x] → I, ËÏÔÏÒÏÅ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ K-ÌÉÎÅÊÎÙÍ. ôÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÕÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ x. åÓÌÉ x ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÁËÏÅ-ÔÏ b^′ ∈ I ⊂ B, ÔÏ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(’^′ + D)(P (x)) = P (b) + P^′(b)b_1:

ðÏÓËÏÌØËÕ K[x]=(P (x)) ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ ÎÁÄ K, P (x) É P^′(x) ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, É ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ. □ ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ìÅÍÍÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ I^2 = 0 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ I^n = 0; ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ B ÐÏÌÎÏ Œ I- ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÍÏÖÅÍ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ char K_1 = 0, ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ. □