ìÅËÃÉÑ 9.

ëÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÓÐÅËÔÒÅ | ÔÅÏÒÅÍÁ óÅÒÒÁ. ïÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÂÉÌØ- ÎÙÅ É ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÙÅ ÐÕÞËÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ óÅÒÒÁ

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÏ Z_{≥0} ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A

ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÓÈÅÍÕ X = Proj A (ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ) ÎÁÄ Spec A^0 É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ Z-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M

ËŒÁÚÉËÏ- ÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ~M ÎÁ X. ïÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÕÞËÉ O_X (n) = ~A (n), ÇÄÅ (n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÄŒÉÇ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ ÎÁ n.

ìÅÍÍÁ 9.1. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A

ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ A^1 ËÁË A^0-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÐÕÞËÉ O_X (n) ÎÁ X ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙ ÒÁÎÇÁ 1, É ~M (n) ∼= ~M ⊗_{OX} O_X (n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ M

. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ O_X (n) ⊗_{OX} O_X (m) ∼= O_X (n + m).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ∈ A^1. îÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S_f ⊂ X ÉÍÅÅÍ O_{X |Sf} = ~(A[f^{−1}])^0,

O_X (n)_{|Sf} = ~

(A[f^{−1}])^n = f^n ~

(A[f^{−1}])^0, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ S_f ÐÕÞÏË O_X (n) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÕÞËÕ O_X . áÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÏ, ~

M (n)_{|Sf} = ~

(M[f^{−1}])^n = f^n ~

(M[f^{−1}])^0 = ~

(M[f^{−1}])^0 ⊗_{~(A[f −1])0} f^n ~(A[f^{−1}])^0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ~M (n) ∼= ~M ⊗_{OX} O_X (n) ÎÁ S_f . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A

ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ A_1, ÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S_f , f ∈ A_1 ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÅ X. □

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÓÐÅË- ÔÒÁ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ { ËÏÌØÃÏ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓ- ÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ Spec A. ïÂÒÁÔÉÍÁ ÌÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ Proj A

? œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÔ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÑŒÌÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ A

{ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á A m { ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ, ÄÅÌÑÝÅÊÓÑ ÎÁ m (Ô.Å. A^l_m = A^{ml} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ l). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Proj(A

) ∼= Proj(A m). ðÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ.

ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÍÉÍÏ ÓÁÍÏÊ ÓÈÅÍÙ X = Proj(A

) ÎÁÍ ÄÁÎÙ ÐÕÞËÉ O_X (n), ÁÌÇÅÂÒÁ A

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Œ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ. á ÉÍÅÅÎÏ, ŒÓÑËÏÍÕ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ F ÎÁ X ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ A

-ÍÏÄÕÌØ`

(F) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ` (F) = ⨁ n∈Z `(X; F ⊗ O_X (n)):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ`

(F) ÓÔÒÕÔÕÒÕ A

-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ`

(O_X ) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ A

-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ`

(O_X ) = A

ÄÌÑ X = P^N_k = Proj A , A = k[z_0; z_1; : : : ; z_N ].

ìÅÍÍÁ 9.2. åÓÌÉ A^1 | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A^0-ÍÏÄÕÌØ, A

ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ A^1 ËÁË A^0-ÁÌÇÅÂÒÁ, É A | ÃÅÌÏÓÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ `(X; O_X (n)) = A^n ÐÒÉ n ≫ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ z_0; z_1; : : : ; z_N | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ A^0-ÍÏÄÕÌÑ A^1. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O_X (n) ÎÁÄ S_{zi} ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÅÐÅÎÉ n Œ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ A[z^{−1}_i ]. ôÁË ËÁË A | ÃÅÌÏÓÔ- ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ŒÓÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ A[z^{−1}_i ] ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ A[z^{−1}_0 z^{−1}_1 · · · z^{−1}_N ] É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁÄ S_{zi} ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁ ŒÓÅÍ X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A[z^{−1}_0 z^{−1}_1 · · · z^{−1}_N ] ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. éÔÁË, `(X; O_X (n)) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑ- ÅÔÓÑ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ∩A[z^{−1}_i ]. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x | ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÅÐÅÎÉ n ≥ 0

Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ. úÎÁÞÉÔ ÎÁÊÄÅÔÓÑ m, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ xz^m_i ∈ A ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, ÐÏÜÔÏÍÕ xA^{≥M} ⊂ A, ÇÄÅ M = (m−1)(N +1)+1. îÏ deg x ≥ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ xA^{≥M} ⊂ A^{≥M} . ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ x^sA^{≥M} ⊂ A^{≥M} ÄÌÑ ŒÓÅÈ s. ôÁË ËÁË A^{≥M} | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ x | ÃÅÌ ÎÁÄ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,`

(O_X ) ÃÅÌÏ ÎÁÄ A É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,`

(O_X ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ`

(O_X )=A. ïÎ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÉÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ A^{≥M} ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ M ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌØ`

(O_X )=A ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

úÎÁÞÉÔ `(X; O_X (n)) = A^n ÐÒÉ n ≫ 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.3. ðÒÉ m ≫ 0 m-ÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ œÅÒÏÎÅÚÅ ÁÌÇÅÂÒ A É` (O_X ) ÒÁŒÎÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÁÌÇÅÂÒÁ A ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ X É ÐÕÞËÕ O_X (1) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A

ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ z_0; z_1; : : : ; z_N ÓÔÅÐÅÎÉ 1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A^0[z_0; z_1; : : : ; z_N ] → A

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÚÎÁÞÉÔ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Proj A

→ Proj A^0[z_0; z_1; : : : ; z_N ] = P^N_{A0} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.4. íÏÒÆÉÚÍ X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ P^N_Y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A

ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ ÎÁÄ Spec A^0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ X ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁ ÎÁÄ Spec A, ÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ A-ÁÌÇÅÂÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. ðÕÓÔØ A

| d-ÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ œÅÒÏÎÅÚÅ Œ k[z_0; z_1; : : : ; z_N ]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Proj A ∼= P^N ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ P(^{N+dd} )^{−1}.

üÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ d-ËÒÁÔÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ œÅÒÏÎÅÚÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ N = 1, d = 2 ÏÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ | ËÏÎÉËÁ (ËÏÎÉËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 Œ P^2)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÕÓÔØ A

| ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ k[z_0; z_1; : : : ; z_N ] ⊗ k[w_0; w_1; : : : ; w_M ], (ÅÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ A^n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (n; n)) Œ k[z_0; z_1; : : : ; z_N ] ⊗ k[w_0; w_1; : : : ; w_M ]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Proj A ∼= P^N × P^M ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ P^{MN+M+N} .

üÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ óÅÇÒÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ M = N = 1 ÏÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ | ËŒÁÄÒÉËÁ Œ P^3.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÕÞËÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÓÐÅËÔÒÅ.

ìÅÍÍÁ 9.5. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A

ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ A^1 ËÁË A^0-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÎÁ X = Proj A

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ fi : ~` (F) ∼= F.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÏÐÑÔØ f ∈ A^1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_f ⊂ X. îÁ S_f ÉÍÅÅÍ ~

` (F) = ~

(` (F)[f^{−1}])^0, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m=f^n, ÇÄÅ m ∈ `(X; F ⊗ O_X (n)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ 1=f^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÕÞËÁ O_X (−n) ÎÁ S_f , ÐÏÜÔÏÍÕ m ⊗ (1=f^n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÕÞËÁ F ⊗O_X (n)⊗O_X (−n) = F ÎÁ S_f . óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÜÌÅÍÎÔÕ m=f^n ÓÅÞÅÎÉÅ m⊗(1=f^n) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ fi_f ÎÁ S_f . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ fi_f É fi_g ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ S_f ∩ S_g, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÏÎÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ fi ÎÁ ∪S_f = X. □

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÓÑËÉÊ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÓÈÅÍÅ Proj A

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ~M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ A

-ÍÏÄÕÌÑ M . ìÅÍÍÁ 9.6. åÓÌÉ A^0 | ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, A^1 | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A^0-ÍÏÄÕÌØ É A ÐÏ- ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ A^1 ËÁË A^0-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ A

-ÍÏÄÕÌÑ M

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ A

-ÍÏÄÕÌÅÊ ff : M →` ( ~M ), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ z_0; z_1; : : : ; z_n Œ A^0-ÍÏÄÕÌÅ A^1. éÍÅÅÍ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M^n → (M[z^{−1}_i ])^n, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M^n → `(S_{zi} ; ~M (n)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ S_{zi} ∩ S_{zj} ÚÎÁ- ÞÉÔ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^n → `(X; ~M (n)), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ff. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ff | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÚÄÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÌÅËÃÉÉ 3 (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ) | ÎÁ ÍÏÄÕÌÅ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ, ŒÓÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ (A=p)(n), ÇÄÅ p | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÉÎ- ÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ ÎÁ ÐÕÞËÅ ~M É ÍÏÒÆÉÚÍ ff ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ (Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏ- ÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ (A=p)(n). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ A=p, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÏÐÒÏÓ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÌÅÍÍÅ 9.2. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A

-ÍÏÄÕÌØ M

ÔÏÖÅ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÕÞËÕ ~M Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ A^0-ÍÏÄÕÌÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ Proj A ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÁËÔÏÒËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ A- ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÏ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÎÁÄ A^0.

þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÀÔ ÐÏÌÅÚÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÓÐÅËÔÒÁ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ. ðÕÓÔØ A | ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË O_X -ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÕÀ U-ÓÈÅÍÕ Spec(A(U)) (ÐÒÏÅËÃÉÑ Œ U ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ O_X (U) → A(U)). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ A(U) → A(V ) ÄÁÀÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÓÈÅÍSpec(A(V )) → Spec(A(U)), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÓËÌÅÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÈÅÍÕ ÎÁÄ X, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Spec_X (A) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÐÕÞËÁ ÁÌÇÅÂÒ A ÎÁÄ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. ðÕÓÔØ ß : X → Y | ÎÁËÒÙÔÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X = Spec_Y (ß_∗O_X ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÕÞËÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ O_X -ÁÌÇÅÂÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ V | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X, ÓÈÅÍÁ P_X (V) = Proj_X (S

V^∗) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÕÞËÁ V, Á ÅÓÌÉ i : Z ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÓÈÅÍÁ Bl_Z (X) = Proj_X (⊕I^k_Z ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ ÐÕÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ I_Z = Ker(O_X → i_∗O_Z ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÄÕÔÉÑ ÐÕÞËÏŒ ÉÄÅÁÌÏŒ I^m_Z É I_Z ÒÁŒÎÙ.

ïÂÉÌØÎÙÅ É ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÙÅ ÐÕÞËÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ, ÎÅŒÁÖÎÏ ÏÔËÕÄÁ ŒÚÑŒÛÁÑÓÑ ÓÈÅÍÁ X ÎÁÄ ÓÈÅÍÏÊ Y (Ô.Å. ÓÎÁÂ- ÖÅÎÎÁÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ X → Y ). þÔÏÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ, ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^N_Y .

ðÕÓÔØ Y = Spec A, P^N_Y = Proj A[z_0; z_1; : : : ; z_N ]. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(1) ÎÁ P^N_k ÉÍÅÅÔ (N + 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ Ó ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ (ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÍÉ z_0; z_1; : : : ; z_N ). üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ O^{⊕(N+1)} → O(1) ÎÁ P^N_Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ O^{⊕(N+1)} → O(1) ÎÁ P^N_Y ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ X | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, É æ : X → P^N_k | ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ æ^∗, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ c_æ : O^{⊕(N+1)}_X → æ^∗O(1) ÎÁ X. æÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ (ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÕÎË- ÔÏÒÁ æ^{−1} É ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ O_X ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍ c_æ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏ ÍÏÒÆÉÚÍÕ c_æ.

ìÅÍÍÁ 9.7. ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X É c : O^{⊕(N+1)}_X → L | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : X → P^N_k , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ L = æ^∗O(1) É c = c_æ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÔÏÞÅË. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ K ŒÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ L_x ∼= K (ÐÕÞÏË L ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ 1), É ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (c_x(e_0); c_x(e_1); : : : ; c_x(e_N )) ∈ K^{N+1}, ÇÄÅ e_0; e_1; : : : ; e_N | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÓÌÏÅ (O^{⊕(N+1)}_X )_x = K^{N+1}, Á c_x | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÅŒ Œ x. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÔÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ c ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÍÅÎÁ ÉÚÏÍÏÒÉÚÍÁ L_x ∼= K ÕÍÎÏÖÁÅÔ ŒÅÓØ ÎÁÂÏÒ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ K-ÔÏÞËÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P^N_k . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : X → P^N_k . ïÐÉÛÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ ÌÏËÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ x_0; x_1; : : : ; x_N | ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁ X, ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ e_0; : : : ; e_N . ðÕÓÔØ X_i = {x ∈ X | x_i(x) ≠ 0}. üÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ k[z_0=z_i; z_1=z_i; : : : ; z_N =z_i] = (k[z_0; z_1; : : : ; z_N ][z^{−1}_i ])^0 → O_{Xi} , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ z_j =z_i Œ x_j =x_i (ÞÁÓÔÎÏÅ ÄŒÕÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ æ_i : X_i → U_i = {(z_0 : z_1 : : : : : z_N ) ∈ P^N_k | z_i ≠ 0} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ X_i ∩ X_j É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓËÌÅŒÁÀÔÓÑ Œ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ X → P^N_k , ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÔÏÞÅË ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó æ.

äÁÌÅÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ O(1) ÎÁ U_i ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ z_ik[z_0=z_i; z_1=z_i; : : : ; z_N =z_i] = (k[z_0; z_1; : : : ; z_N ][z^{−1}_i ])^1. óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÕ z_i ÓÅÞÅÎÉÅ x_i ∈ L(X_i) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ æ^∗_i O(1) ∼= L_{|Xi} . ïÐÑÔØ ÖÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ X_i ∩ X_j , É ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ æ^∗O(1) ∼= L, ÐÒÉÞÅÍ c_æ = c. □

ðÏÌÅÚÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ P(V ) = Proj S

(V^∗), ÇÄÅ S

(V^∗) | ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V (ŒÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÁ z_0; z_1; : : : ; z_N Œ V^∗ ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ S

(V^∗) ∼= k[z_0; z_1; : : : ; z_N ], P(V ) ∼= P^N_k ).

óÏÏÔŒÅÔÓŒÅÎÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ æ : X → P(V ) ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ c_æ : V^∗ ⊗ O_X → æ^∗O(1) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÓÑËÏÍÕ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÕ c : V ⊗ O_X → L ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : X → P(V^∗).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.13. äÏËÁÖÉÔÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ÌÅÍÍÙ 9:7 : ÅÓÌÉ V | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁ ÓÈÅÍÅ Y , ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÓÈÅÍÙ X ÎÁÄ Y Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ß : X → Y , ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÓÈÅÍ X → P_Y (V) ÎÁÄ Y É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÐÕÞËÏŒ ß^∗V^∗ → L.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ P^N_Y ÎÁÄÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V ŒÚÑÔØ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÊ ÐÕÞÏË, V = V ⊗ O_Y . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ß^∗V^∗ = V^∗ ⊗ O_X , ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^∗ → H^0(X; L).

éÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L É ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ V → H^0(X; L), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ V ⊗ O_X → L ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË L ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V . ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H^0(X; L). åÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ L (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ L ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → P(H^0(X; L)^∗). ëÓÔÁÔÉ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÅ- ÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÏÂÉÌØÎÙÍ (semiample). ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÐÕÞÏË L ËÏÎÅÞÎÏ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.8. âÁÚÉÓÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B(L) ⊂ X ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÞÔÏ ŒÓÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ L ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0 Œ x.

üÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ; ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É Œ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ X=Y , ÔÁËÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß : X → Y ÐÒÏÅËÃÉÀ X Œ Y . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ȷ : ß^∗ß_∗L → L.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B(L) = Supp Coker ȷ (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÇÄÅ ȷ ÎÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ).

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ B(L) ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ { ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ { É ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ E ÎÁ X. ðÕÞÏË ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ B(L) = ∅.

éÔÁË, ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Y -ÓÈÅÍÙ æ : X → P^N_Y ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ æ^∗O(1).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.9. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L ÎÁ X=Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÙÍ ÎÁÄ Y , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^N_Y É ŒÌÏÖÅÎÉÅ æ : X → P^N_Y , ÞÔÏ L ∼= æ^∗O(1). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÅÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ L^{⊗n}, n ≥ 1 ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÁ.

úÄÅÓØ ÐÏÄ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÙ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ: ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ X ⊂ P^N_Y , É ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ X ⊂ X.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÏÂÉÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. éÚ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÂÉÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÎÅ ŒÅÒÎÏ | ÅÓÌÉ ÄÁÎ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË L, ÔÏ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : X → P(V ), V = (H^0(X; L)^∗) É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ L ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ æ { ŒÌÏÖÅÎÉÅ (É ÜÔÏ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ { ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÕËÔÕÒÎÙÊ ÐÕÞÏË O_X ŒÓÅÇÄÁ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ { ÐÏÞÅÍÕ? { ÎÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ dim V = 1, É P(V ) { ÔÏÞËÁ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.15. íÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ æ : X → Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

(i) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË x; x^′ ∈ X ÉÍÅÅÍ æ(x) ≠ æ(x^′), É

(ii) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X É ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ) ¸ Œ ÔÏÞËÅ x, æ(¸) ≠ 0.

åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : X → P(V ), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÀ L, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (i), ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ L ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ, Á ÅÓÌÉ ÕÓÌÏŒÉÀ (ii) { ÔÏ ÞÔÏ L ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.16. ðÕÓÔØ æ : X → P(V^∗) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ⊂ H^0(X; L). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

(i) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË x; x^′ ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ s ∈ H^0(X; L), ÞÔÏ s(x) = 0, Á s(x^′) ≠ 0.

(ii) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X É ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ) ¸ Œ ÔÏÞËÅ x, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ s ∈ H^0(X; L), ÞÔÏ s(x) = 0, ÎÏ ⟨ds; ¸⟩ ≠ 0.

úÄÅÓØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÞÏË L ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ 1, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ L|_U ∼= O_U Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ X ÔÏÞËÉ x; ÔÏÇÄÁ s ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ds ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ. åÓÌÉ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ L|_U ∼= O_U , ÔÏ ÆÕÎÃËÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ s, ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ⟨ds; ¸⟩ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ { É ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ L|_U ∼= O_U .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ (1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË, (2) ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ, É (3) ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ { ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÔÉÌÅ, ÂÅÚ ÓÈÅÍ É ÐÒÏÞÉÈ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÓÔŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L | ÏÂÉÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÓÈÅÍÅ X, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ n_F , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ n_F ÐÕÞÏË L^n ⊗ F ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÉÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÓÈÅÍÅ X ÅÝÅ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÅÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ | ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÁÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ | ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÁÄ Y . ïÂ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ ÍÙ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ ŒÏÔ ËÁËÏÅ. œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊂ H^0(X; L) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (Á ŒÓÅ H^0(X; L) { ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ). éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ, ÜÔÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ É ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÄÒÕÇÉÍ, ÂÏÌÅÅ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÅÞÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ. íÙ ÜÔÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ, ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ. îÅÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ V ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÐÏÌÎÁÑ, ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË B(V ) É ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X \ B(V ) → P(V^∗), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ÔÏÞËÉ, É Ô.Ä.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.18. ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, X = Spec A { ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, L = O_X { ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á V ⊂ A = H^0(X; O_X ) { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ V (1) ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÁ? (2) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË?