ìÅËÃÉÑ 13.

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ: ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÇÌÕÂÉÎÁ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ, ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÚÁÃÉÑ óÅÒÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÌÅÃ.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A É ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k = A=m.

ìÅÍÍÁ 13.1. ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ; ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) M ÐÌÏÓËÉÊ,

(ii) M ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ,

(iii) M ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ,

(iv) Tor^1(M; k) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) ⇒ (iv) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÄÏ (iv) ⇒ (iii). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ F = A^{⊕n} É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : F → M, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁŒÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim_k M=mM. ôÏÇÄÁ f : F=mF → M=mM { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ ⟨F; f⟩ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÍÏÄÕÌÑ M). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ N = Ker f ⊂ F , ÔÏ N=mN ÓÀSSÅËÔÉŒÎÏ ÎÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ k-ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Tor^1(M; k). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, N = 0 ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ, É M ∼= F { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. □

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 13.2. ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ; ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) M ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n,

(ii) Tor^n(M; k) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (i)⇒(ii) ÏÞÅŒÉÄÎÏ. œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P ÍÏÄÕÌÑ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z_0 ⊂ P_0 ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÁÕÇÍÅÎÔÁÃÉÉ P_0 → M, Á ÞÅÒÅÚ Z_i ⊂ P_i, i ≥ 1 { ÑÄÒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ d : P_i → P_{i−1}. ôÏÇÄÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ P ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÎÁÂÏÒ ËÏÒÏÔËÉÈ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

0 −−−→ Z_{i+1} −−−→ P_{i+1} −−−→ Z_i −−−→ 0;

É, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Tor^{n−i−1}(Z_i; k) = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Z_{n−2} { ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ P ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÅÚÁÔØ { ÚÁÍÅÎÉÔØ P_{n−1} ÎÁ Z_{n−2}, Á ÄÁÌØÛÅ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÏÄÕÌÉ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.3. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÅÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ M ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n+1 { ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Õ M ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÄÁ É ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ËÏÌØÃÏÍ { ÜÔÏ ŒÁÖÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ËÁË ÒÁÚ Œ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÎÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÏÌÅÚÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÄÌÑ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.1. ðÕÓÔØ A = k[x]=x^n. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÑ k?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.2. ðÕÓÔØ Tor^i(k; k) = 0; ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Tor^j (k; k) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j > i.

ëÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ l ÛÔÕË ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_1; : : : ; x_l ⊂ m. ëÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K^{x1;:::;xl} (A) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, K^{x1;:::;xl} (A) = A⟨_1; : : : ; + l⟩ ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÁÄ A ÏÔ l ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ _1 : : : ; _l; ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ { Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ, Ó ÓÏÏÔŒÅÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ { ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÒÁŒÎÏ d(_i) = x_i ∈ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ d^2 = 0. (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ d^2 ÜÔÏ (ËÏÓÏ)ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ d Ó ÓÏÂÏÊ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÔÏÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ.)

åÓÌÉ ÄÁÎ A-ÍÏÄÕÌØ M, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÍÏÖÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÐÏÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ M { ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÍÏÄÕÌÑ M K^{x1;:::;xl} (M) = K^{x1;:::;xl} (A) ⊗_A M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.4. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ x_1; : : : ; x_l { ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ M, ÅÓÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K^{x1;:::;xl} ÔÏÞÅÎ ŒÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 0.

ìÅÍÍÁ 13.5. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ M. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1; : : : ; x_l ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÄÌÑ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

(i) x_1 { ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ 0 Œ M (Ô.Å. x_1m ≠ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ m ∈ M), É

(ii) x_2; : : : ; x_l { ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ M=x_1M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K^{x1;:::;xl} (M) ÅÓÔØ ËÏÎÕÓ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ K^{x2;:::;xl} (M) → K^{x2;:::;xl} (M), ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ x_1; ÒÁÚ x_1 ÎÅ ÄÅÌÉ- ÔÅÌØ ÎÕÌÑ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, É ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÅÇÏ ËÏÑÄÒÕ; Á ËÏÑÄÒÏ É ÅÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ K^{x2;:::;xl} (M=x_1M).

œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÐÕÓÔØ x_1; : : : ; x_l { M-ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ (i), Ô.Å. ÞÔÏ x_1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ 0 Œ M { ÔÏÇÄÁ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁË ÖÅ É ÄÁÅÔ ÕÓÌÏŒÉÅ (ii). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_1 ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÄÌÑ M. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1; : : : ; x_{l−1} M-ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K^{x1;:::;xl} (M), ËÁË ŒÙÛÅ, Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÕÓÁ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÅ ÎÁ x_1, Á ÎÁ x_l:

K^{x1;:::;xl}

(M) = K^{x1;:::;xl−1}

(M) ⊕ K^{x1;:::;xl−1} (M) ∧ _l; d = d^′ + x_l;

(13.1)

ÇÄÅ d^′ { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ ëÏÛÕÌÑ K^{x1;:::;xl−1} (M), a x_l { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ x_l. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i > 0 ÍÏÄÕÌØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ N = H_i(K^{x1;:::;xl−1} ) ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. œÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ [a] ∈ N, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÃÉËÌÏÍ a ∈ K^{x1;:::;xl−1} (M), d^′(a) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K^{x1;:::;xl} (M) ⊃ K^{x1;:::;xl−1} (M) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ i, ÉÍÅÅÍ

a = d(b) = d(b^′ + b^{′′} ∧ _l)

ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ b^′ ∈ K^{x1;:::;xl−1}_{i+1} (M), b^{′′} ∈ K^{x1;:::;xl−1}_i (M). ó ÕÞÅÔÏÍ (13.1), ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ d^′(b^{′′}) = 0, É ÞÔÏ a = x_lb^{′′} ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÏÂÒÁÚÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ d^′. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, b^{′′} ÅÓÔØ ÃÉËÌ, Ô.Å. ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ [b^{′′}] ∈ N, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ [a] = x_l[b^{′′}].

ô.Ë. [a] ∈ N ÂÙÌ ÌÀÂÏÊ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ x_l ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÎÁ N. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÎÁ N=mN; Á ÐÏÓËÏÌØËÕ x_l ∈ m, N=mN = 0, É N = 0 ÐÏ ìÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.6. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d = dim A, É ÎÁ- ÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ x_1; : : : ; x_d ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A. ôÏÇÄÁ x_1; : : : ; x_d { ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ A, Á dim_k Tor^l(k; k) =

(_d l ) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k ÒÁŒÎÁ d).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ x_1 ∈ m ÎÅ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ Œ ËÏÌØÃÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[x_1; : : : ; x_d] { ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÆÁËÔÏÒ A ÐÏ m-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ. ôÁË ÖÅ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ A=x_1A { ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d − 1. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. œÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÙ Tor

(k; k) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ K^{x1;:::;xd} (A). □

çÌÕÂÉÎÁ.

ìÅÍÍÁ 13.7. ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, Á n { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ M-ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1; : : : ; x_N ∈ m.

(ii) Ext^l(k; M) = 0 ÐÒÉ l ≤ n − 1.

(æÕÎËÔÏÒÙ Ext^l(−; M) ÚÄÅÓØ { ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom(−; M), ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÆÕÎËÔÏÒÙ Tor^l(−; M) { ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ − ⊗_A M. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ ÓÁÍÉ ÉÌÉ ÐÒÏÞÉ- ÔÁÊÔÅ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÐÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n (ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÛÁÇ ÐÅÒŒÙÊ, n = 1).

ðÕÓÔØ n = 1. œ (i) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ m, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÄÌÑ M. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Ann(m) ⊂ m ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏŒ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m ∈ M ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÌÏ ŒÅÓØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ∈ A. ðÏ ÎÁÕËÅ ÐÒÏ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÚÄÅÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÔÅ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÙ ËÁË ÉÄÅÁÌÙ Œ A { Ô.Å. ÐÒÏÓÔÏ ŒÓÅ ÁÓÓÏ- ÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ M. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÎÅÍ ÌÅÖÁÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÁÍ m ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÁÓÓÏÃÉÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÄÌÑ M. éÔÁË, (ii) ÄÌÑ n = 1 ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ m ⊂ A ÎÅ ÅÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÄÌÑ M. üÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Hom(k; M) = Hom(A=m; M) = 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n, É ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ n + 1. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x_1 ∈ m, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÄÌÑ M, É ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ x_1, ÉÍÅÅÍ ËÏÒÏÔËÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 −−−→ M −−−→ M −−−→ M=x_1 −−−→ 0:

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext^l, ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (ii) ÄÌÑ M, n + 1 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ (ii) ÄÌÑ M=x_1M, n. ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ (i), Œ ÓÉÌÕ ìÅÍÍÙ 13.5. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (ii) ìÅÍÍÙ 13.7 Ext^l(k; M) = 0 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÎÁ \Ext^l(N; M) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ N ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ".

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.8. çÌÕÂÉÎÏÊ depth M ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅÒÎÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ìÅÍÍÙ 13.7 (ÉÌÉ 0, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ŒÅÒÎÙ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ depth A ≤ dim A (ŒÙÂÅÒÉÔÅ x ∈ m, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ, É ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓŒÅÄÉÔÅ ŒÓÅ Ë A=xA).

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÇÌÕÂÉÎÙ ÔÁËÏÊ. ðÕÓÔØ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á A { ÌÏËÁ- ÌÉÚÁÃÉÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ k-ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_1; : : : ; x_l ∈ A ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Spec A → A^l , Á ÓÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_i ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ B ⊂ A. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1; : : : ; x_l ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A ÐÌÏÓËÏ ÎÁÄ B. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, depth A = dim A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Spec A ÄÏ- ÐÕÓËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ A^d { Ô.Å. ÔÁËÕÀ ÎÅÔÅÒÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÀ { ÞÔÏ Spec A ÐÌÏÓËÏ ÎÁÄ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ A^d . œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ É ÄÒÕÇÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÇÌÕÂÉÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.9. ìÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ depth A = dim A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ëÏÜÎÁ-íÁËÏÌÅÑ.

ìÅÍÍÁ 13.10 (áÕÓÌÅÎÄÅÒ-âÕËÓÂÁÕÍ). ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞ- ÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ

n + depth M = depth A:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n. óÌÕÞÁÊ n = 0 ÏÞÅŒÉÄÅÎ. åÓÌÉ n > 0, ŒÙÂÅÒÅÍ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ f : F → M ÍÏÄÕÌÑ M, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Z = Ker f ⊂ F . ôÏÇÄÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Tor ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Z ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n − 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ext^l(k; Z) ∼= Ext^{l−1}(k; M)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ l < depth A. åÓÌÉ n > 1, ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÄÁÅÔ ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ (ii) ìÅÍÍÙ 13.7 ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÌÕÂÉÎÙ). åÓÌÉ n = 1, ÎÁÄÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Ext^l(k; Z) → Ext^l(k; F ) ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ É ÄÌÑ l = depth A. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ- ÓÔÉ F : ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Z → F { Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÓÅ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ext^l(k; Z) → Ext^l(k; F ) { ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ mF ⊂ F , Á ŒÓÅ A-ÍÏÄÕÌÉ Ext^l(k; Z) ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m ⊂ A. □

ôÅÏÒÅÍÁ óÅÒÒÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.6 ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ k ËÏÎÅÞÎÁ (É ÒÁŒÎÁ dim A). éÚ ìÅÍÍÙ 13.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ dim A (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ \ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ A ÒÁŒÎÁ dim A"). õÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ { ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ óÅÒÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.11 (óÅÒÒ). ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k, É ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÑ k ËÏÎÅÞÎÁ. ôÏÇÄÁ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.

äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÕÍÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÁÎ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÑ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ L ÍÏÄÕÌÑ M, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d : L_{i+1} → L_i ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ mL_i ⊂ L_i. ôÁËÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ K ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ { ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÊ { É ÐÕÓÔØ L { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÍÏÄÕÌÑ K_0=mK_0.

ìÅÍÍÁ 13.12. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ≥ 0 ËÏÍÐÌÅËÓ K ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ:

(i) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d : K_{i+1} → K_i ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ mK_i ⊂ K_i, É

(ii) ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K_{i+1}=mK_{i+1} → (m=m^2) ⊗_k (K_i=mK_i) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

ôÏÇÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K_0=mK_0 → L_0=d(L_1) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f : K → L , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : K_i=mK_i → L_i=mL_i ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. èÏÔÑ ËÏÍÐÌÅËÓ K É ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ, ÏÎ ŒÓÅ ÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÈ { Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ { A-ÍÏÄÕÌÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, L { ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ É ÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : K → L . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ L { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ÎÅÊ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ mL ⊂ L , É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

K_{i+1}=mK_{i+1}^d−−−→ (K_i=mK_i) ⊗_k (m=m^2) f f L_{i+1}=mL_{i+1}^d−−−→ (L_i=mL_i) ⊗_k (m=m^2):

ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ { ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÐÒÁ- ŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÅŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ i. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.13. ðÕÓÔØ A { ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á x_1; : : : ; x_l { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ A (Ô.Å. x_1; : : : ; x_l ÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓ k-ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ m=m^2). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ

dim_k Tor^i(k; k) ≥ ( l i ) ; É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ l.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ x_1; : : : ; x_l, ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K = K^{x1;:::;xl} (A) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ìÅÍÍÙ 13.12: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÜÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

~^i(V ) → V ⊗_k ~^{i−1}(V );

ÇÄÅ V = m=m^2. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ L { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ k = K_0=mK_0, ÔÏ dim_k L_i=mL_i ≥ dim_l K_i=mK_i. ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÅÓÔØ dim_k Tor^i(k; k), Á ÐÒÁŒÁÑ { ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ôÅÏÒÅÍÙ óÅÒÒÁ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k ËÏÎÅÞÎÁ É ÒÁŒÎÁ l. ðÏ ìÅÍÍÅ áÕÓÌÅÎÄÅÒÁ-âÕËÓÂÁÕÍÁ, ÉÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ l ≤ l + depth k = depth A, ÞÔÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ dim A. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ l ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim_k m=m^2. éÔÁË, dim_k m=m^2 ≤ dim A, Á ÜÔÏ É ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. □