ìÅËÃÉÑ 17.

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ìÅÒÅ. ëÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ ŒÙÓÛÉÈ ÐÒÑ- ÍÙÈ ÏÂÒÁÚÏŒ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ- ÓÔÉ.

æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ ŒÙÓÛÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÏÂÒÁÚÏŒ

ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ | ËÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÆÕÎËÔÏÒÙ R^j g_∗ ∘ R^if_∗ É ÆÕÎËÔÏÒÙ R^k(g ∘ f)_∗.

þÔÏÂÙ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË F ÎÁ X É ŒÙÂÅÒÅÍ ŒÑÌÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ F → F

. ôÏÇÄÁ f_∗(F

) | ËÏÍÐÌÅËÓ ŒÑÌÙÈ ÐÕÞËÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ H^i(f_∗(F

)) ∼= R^if_∗(F).

ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÒÅÖÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓ f_∗(F

) ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÒÏÊËÉ

0 → Z^p → f_∗(F^p) → B^{p+1} → 0; 0 → B^p → Z^p → H^p → 0

É ŒÙÂÅÒÅÍ Õ ÐÕÞËÏŒ B^p É H^p ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ B^p → B^p

, H^p → H^p . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.1. åÓÌÉ 0 → A → B → C → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á A → A É C → C

| ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ B → B , É ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ 0 → A → B → C → 0, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → A^n → B^n → C^n → 0 ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄŒÁÖÄÙ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ Z^p → Z^p É f_∗(F^p) → F^p

, ŒËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÅÓÑ Œ (ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÍÙÅ) ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ

0 → B^p

→ Z^p → H^p → 0 0 → Z^p

→ F^p

→ B^{p+1}

→ 0:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F^p

→ B^{p+1}

→ Z^{p+1}

→ F^{p+1}

ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔ F

Œ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ g_∗(F

) É ÉÚÕÞÉÍ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÏÂÝÅÊ ÎÁÕËÉ. ðÕÓÔØ C

| ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ d_I É d_{II} . ðÏ ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ Tot(C ) , ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÉÌÉ ÓŒÅÒËÏÊ:

Tot(C

)^n = ⊕_{p+q=n}C^{pq}; D_{|C}pq = d^p_I + (−1)^pd^q_{II} :

ôÅÐÅÒØ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ T

= Tot(C

) . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÔÏÔÁÌØÎÏÍ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÅ T

ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ F^sT^n = ⊕_{p+q=n; p≥s}C^{pq}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ F H (T ) ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁ T

. ïÐÉÛÅÍ Gr^m_F H^n(T

). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_{m;n−m} ∈ C^{m;n−m}, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x_{pq}, p + q = n, p ¿ m ÄÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ Ker D, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y_{m;n−1−m} ∈ C^{m;n−1−m}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ d_{II} (x_{m;n−m}) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ x_{m;n−m} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ Œ H^{n−m}_{II} (C^m

). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ d_I (x_{m;n−m}) = ±d_{II} (x_{m+1;n−1−m}), ÔÏ ÅÓÔØ x_{m;n−m} ÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ Œ H^m_I (H^{n−m}_{II} (C

)). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ d_I (x_{m+1;n−1−m}) = ±d_{II} (x_{m+2;n−2−m}). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ x_{m;n} → d_I (x_{m+1;n−1−m}), ÇÄÅ x_{m+1;n−1−m} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ d_I (x_{m;n−m}) = ±d_{II} (x_{m+1;n−1−m}) | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ H^m_I (H^{n−m}_{II} (C

)) → H^{m+2}_I (H^{n−1−m}_{II} (C

)), ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ d^{m;n−m}_2 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË d^{m;n−m}_2 (x_{m;n−m}) = 0. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÑŒÌÑÅÎÉÅ. œÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ E s É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ d^{pq}_s : E^{pq}_s → E^{p+s;q+1−s}_s , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ E^{pq}_{s+1} = H^{p;q}(E s ; d_s) (E 0 = C

, d_0 = d_{II} ; E

1 = H_{II} (C

), d_1 = d_I ; E

2 = H_I (H_{II} (C

)), d_2 ÐÏÓÔÒÏÅÎ ŒÙÛÅ; É Ô.Ä.).

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (pq) Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ŒÅÒÅÍÅÎÉ ÎÁÓÔÕÐÁÅÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ

(ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, C^{pq} = 0 ÐÒÉ p ≤ 0 ÉÌÉ q ≤ 0). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E^{pq}_∞ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏŒÁŒÛÉÊÓÑ ÞÌÅÎ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ (pq). ôÁË ŒÏÔ, ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ

Gr^m_F H^n(T

) ∼= E^{m;n−m} ∞ : äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ | ŒÓÅ ÖÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÌÉÂÏ ÓÁÍÉ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÐÒÏÉÓ- ÈÏÄÉÔ, ÌÉÂÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ çÅÌØÆÁÎÄÅ{ íÁÎÉÎÅ). œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ, ÏÂÓÕÄÉÍ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ E^{pq}_s É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ d_s ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÁ C

. âÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E s ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ s-ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E

∞ | ÅÅ ÐÒÅÄÅÌÏÍ.

éÔÁË, ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ E

2 = H_I (H_{II} (C

)), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë H

(Tot(C

)) (Ô.Å. ÎÁ H

(Tot(C

)) ÅÓÔØ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F

, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Gr^m_F H

(Tot(C

)) = E^{m;n−m}

∞ ).

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÍÙ ÓÔÒÏÉÌÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÁ, ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ d_{II} . ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÎÁÞÁÔØ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ d_I , É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ E

2 = H_{II} (H_I (C )), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÓÏÔÒÁÎÓÔŒÕ H

(Tot(C

)) (ÐÒÁŒÄÁ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ- ÃÉÅÊ!).

óÒÁŒÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄŒÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÁ g_∗(F

). òÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ d_{II} É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÐÕÞËÏŒ F^{pq}, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ E^{pq}_1 = g_∗f_∗F^p ÐÒÉ q = 0 É 0 ÉÎÁÞÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ d_{II} É ÐÏÌØÚÕ- ÑÓØ ŒÑÌÏÓÔØÀ ÐÕÞËÏŒ F^p, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ E^{pq}_2 = R^p(g ∘ f)_∗(F) ÐÒÉ q = 0 É 0 ÉÎÁÞÅ. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ H^n(Tot(g_∗(F

))) = R^n(g ∘ f)_∗F.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÓÔØÀ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ E^{pq}_1 = g_∗H^{pq}. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÐÕÞËÏŒ H^{pq}, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ E^{pq}_2 = R^qg_∗(H^p) = R^qg_∗(R^pf_∗(F)). éÔÁË,

ôÅÏÒÅÍÁ 17.1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ- ŒÅÎ E^{pq}_2 = R^qg_∗(R^pf_∗(F)), ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë R^n(g ∘ f)_∗(F).

üÔÁ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ìÅÒÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.2. ðÕÓÔØ F

| ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÓÈÅÍÅ X, Á f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ^′E^{p;q}_1 = R^qf_∗F^p É^{′′}E^{p;q}_2 = R^qf_∗H^p(F

), ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÕÞËÕ R^n f_∗(F

) (ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÙÍ ÇÉÐÅÒÐÒÑÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ F

, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÄÁ Y = Spec k | n-ÙÍÉ ÇÉÐÅÒËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.2. åÓÌÉ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ, Á F | ÐÕÞÏË ÎÁ X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ E^{p;q}_2 = H^p(Y; R^qf_∗(F)) ⇒ H^n(X; F).

ôÅÏÒÅÍÁ 17.3. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ f : X → Y ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, Á ÐÕÞÏË F ÎÁ X ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÐÕÞÏË R^if_∗(F) ÎÁ Y ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Y ÁÆÆÉÎÎÙÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÕÞËÉ R^jf_∗(F) ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÁ Y ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. úÎÁÞÉÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ìÅÒÅ H^p(Y; R^qf_∗(F)) ⇒ H^n(X; F) ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÞÌÅÎÅ É ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ H^i(X; F) ∼= `(Y; R^if_∗(F)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ H^i(X; F) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. □ ìÅÍÍÁ 17.4. åÓÌÉ X | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, Á F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X, ÔÏ H^k(X; F) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i : X → P^N_A Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ìÅÒÅ H^p(P^N_A ; R^qi_∗(F)) ⇒ H^n(X; F). ôÁË ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÉÍÅÅÍ R^{¿0}i_∗(F) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÞÌÅÎÅ É ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H^k(X; F) ∼= H^k(P^N_A ; i_∗F). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÎÑÑ F ÎÁ i_∗F, ÓŒÏÄÉÍ ŒÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ X = P^N_A .

éÔÁË, ÐÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ P^N_A . œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n_0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÐÕÞÏË F(n_0) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ O(−n_0)^{m0} → F. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Ë ÅÇÏ ÑÄÒÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ O(−n_1)^{m1} → O(−n_0)^{m0} → F → 0. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÒÏÉÍ ÌÅŒÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÐÕÞËÁ F

→ F, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÐÕÞËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÔ- ÎÏÓÔÑÍÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ F^p = O(−n_p)^{mp} . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÁ F

(ÓÍ. ÕÐÒ. 17.2). éÍÅÅÍ^{′′}E^{p;q}_2 = H^q(P^N_A ; H^p(F

)) = H^q(P^N_A ; F) ÐÒÉ p = 0 É ÎÕÌÀ ÐÒÉ p ≠ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÔÏÒÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÒÏÖÄÁ- ÅÔÓÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÞÌÅÎÅ É ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H^n (P^N_A ; F

) = H^n(P^N_A ; F). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ′E^{p;q}_1 = H^q(P^N_A ; F^p) = H^q(P^N_A ; O(−n_p)^m_p ). ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏŒ O(−n) ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÙÌÉ ÎÁÍÉ ÐÏÓÞÉÔÁÎÙ ÑŒÎÏ, ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ A-ÍÏÄÕÌÑÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, É ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë H^n(P^N_A ; F). ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ H^n(P^N_A ; F). □ ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÔÅÒÏŒÙÈ ÓÈÅÍ, s : Y^′ → Y | ÚÁÍÅÎÁ ÂÁÚÙ É X^′ = X ×_Y Y^′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ X^{′ s}−−−→ X f f Y^{′ s}−−−→ Y ôÅÏÒÅÍÁ 17.5. åÓÌÉ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ Y , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ls^∗Rf_∗F ∼= Rf_∗s^∗F.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ f | ÐÌÏÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÐÕÞÏË F ÎÁ X ÐÌÏÓËÉÊ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ þÅÈÁ) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÐÕÞËÁ, ÐÌÏÓËÏÇÏ ÎÁÄ Y .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ðÕÓÔØ Y^′ = y | ÔÏÞËÁ ÓÈÅÍÙ Y , ÔÁË ÞÔÏ X^′ = X_y | ÓÌÏÊ ÓÈÅÍÙ X ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ y. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ X_y^s−−−→ X f f y^s−−−→ Y Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ Ls^∗Rf_∗F ∼= R`(X_y; F_{|Xy} ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÁ F_{|Xy} ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ ÐÕÞËÏŒ R^if_∗F Œ ÔÏÞËÅ y. þÔÏÂÙ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.6. æÕÎËÃÉÑ ’ : Y → Z ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ y ∈ U ⊂ Y , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ’(y^′) ≤ ’(y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ y^′ ∈ U.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

ìÅÍÍÁ 17.7. åÓÌÉ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÓÈÅÍÅ Y , ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’(y) = dim_{k(y)}(F ⊗k(y)) ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓŒÅÒÈÕ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ ÐÕÞÏË F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Y = Spec A, A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, É F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ A-ÍÏÄÕÌÀ M. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ Y ÒÁŒÎÏ d. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ Œ M ⊗ k(y), ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÅÇÏ Œ M É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A^d → M. ïÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ. ðÕÓÔØ R | ÅÇÏ ÑÄÒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y^′ ∈ Y ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

R ⊗ k(y^′) → k(y^′)^d → M ⊗ k(y^′) → 0

ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ k(y^′). ïÔÓÀÄÁ dim(M ⊗ k(y^′)) ≤ d, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ’(y^′) = d ÄÌÑ ŒÓÅÈ y^′ ∈ Y . íÏÒÆÉÚÍ k(y^′)^d → M ⊗ k(y^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÎ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y^′, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A^d ∼= M, ÚÎÁÞÉÔ M ÓŒÏÂÏÄÅÎ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 17.8. åÓÌÉ f : X → Y | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ, Á F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X ÐÌÏÓËÉÊ ÎÁÄ Y , ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ h^i(y; F) = dim_{k(y)} H^i(X_y; F_{|Xy} ) ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ÎÁ Y . åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ h^i(y; F) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ ÐÕÞÏË R^if_∗(F) ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ R^if_∗(F) ⊗ k(y) ∼= H^i(X_y; F_{|Xy} ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÈÅÍÙ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÁ þÅÈÁ C

:= f_∗C

({U_ff}; F) ÐÕÞËÁ F. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ ÉÍÅÅÍ h^i(y; F) ∼= dim_{k(y)} H^i(C

⊗ k(y)). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ C

Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ L

, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ. ðÒÏ ËÏÍÐÌÅËÓ C

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓŒÅÒÈÕ É ÉÍÅÅÔ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.

ðÕÓÔØ C^k = 0 ÐÒÉ k ≥ n_0. ðÏÌÏÖÉÍ L^k = 0 ÐÒÉ k ≥ n_0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ L^k ÐÒÉ k ≥ n, É ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ g : L → C , ÔÁË, ÞÔÏ H^k(g) : H^k(L

) → H^k(C ) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÉ k ≥ n + 1 É ÓÀÒSSÅËÃÉÑ ÐÒÉ k = n. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ L^{n−1}. ðÕÓÔØ F = Ker H^n(g). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H^n(L

) = Ker(L^n → L^{n+1}) ⊂ L^n, É ÞÔÏ g(F ) ⊂ Im(C^{n−1} → C^n).

ðÕÓÔØ G = Ker(C^{n−1} ⊕ F → Im(C^{n−1} → C^n)). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ G → F | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÁ, Á ÐÕÞÏË F ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ (ËÁË ÐÏÄÐÕÞÏË ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ L^n). œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.3. åÓÌÉ G → F | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ G Œ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË F , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÏÄÐÕÞÏË H ⊂ G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ H → G → F ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÈÅÍÁ Y ÁÆÆÉÎÎÁ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ M É ÍÏÒÆÉÚÍ M → G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ M → G → F ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ Ë ÓÀÒSSÅËÃÉÉ Ker(C^{n−1} → C^n) → H^{n−1}(C

) ÎÁÊÄÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ M^′ É ÍÏÒÆÉÚÍ M^′ → Ker(C^{n−1} → C^n), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ M^′ → H^{n−1}(C ) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÁ. œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ L^{n−1} = M ⊕ M^′ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ L^{n−1} → L^n ËÁË ËÏÍÏÐÏÚÉÃÉÀ M ⊕ M^′ → M → F ⊂ L^n, Á ÍÏÒÆÉÚÍ g^{n−1} : L^{n−1} → C^{n−1} ËÁË ÓÕÍÍÕ

ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ M → G → C^{n−1} É M^′ → Ker(C^{n−1} → C^n) ⊂ C^{n−1}. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÐÅÒØ H^n(g) : H^n(L

) → H^n(C

) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á H^{n−1}(g) : H^{n−1}(L

) → H^{n−1}(C

) | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ L

, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ É ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ g : L → C , ÉÎÄÕ- ÃÉÒÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÍÏÒÆÉÚÍ g_y : L

⊗ k(y) → C

⊗ k(y) | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.4. ðÕÓÔØ g : B → C | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÐÌÏÓËÉÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ g ⊗ 1_M : B

⊗_A M → C

⊗_A M | ËŒÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ L

, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

R^if_∗(F) ∼= H^i(L

); É H^i(X_y; F_{|Xy} ) = H^i(L

⊗ k(y));

ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y .

òÁÚÒÅÖÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÙ L É L ⊗ k(y) ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → B^k → L^k → W^k → 0; 0 → H^k(L

) → W^{k−1} → B^k → 0;

0 → B^k_y → L^k ⊗ k(y) → W^k_y → 0; 0 → H^k(L

⊗ k(y)) → W^{k−1}_y → B^k_y → 0;

ÇÄÅ B^k = Im(L^{k−1} → L^k), W^k = Coker(L^{k−1} → L^k), B^k_y = Im(L^{k−1} ⊗ k(y) → L^k ⊗ k(y)), W^k_y = Coker(L^{k−1} ⊗ k(y) → L^k ⊗ k(y)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕËÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ W^k_y = W^k ⊗ k(y). ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(∗) 0 → H^i(L

⊗ k(y)) → W^{i−1} ⊗ k(y) → L^i ⊗ k(y) → W^i ⊗ k(y) → 0:

ïÔÓÀÄÁ h^i(y; F) = dim(W^{i−1} ⊗ k(y)) + dim(W^i ⊗ k(y)) − dim(L^i ⊗ k(y)). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 17.7, Á ÔÒÅÔØÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÔÁË ËÁË L^i | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ h^i(y; F) ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓŒÅÒÈÕ.

åÓÌÉ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ h^i(y; F) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ dim(W^{i−1} ⊗ k(y)) É dim(W^i ⊗ k(y)) ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 17.7 ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÕÞËÉ W^{i−1} É W^i ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

0 → H^i(L

) → W^{i−1} → L^i → W^i → 0

ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË R^if_∗(F) = H^i(L

) ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.5. ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ 0 → M → E_0 → E_1 → · · · → E_n → 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

îÁËÏÎÅÃ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ k(y) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

0 → R^if_∗(F) ⊗ k(y) → W^{i−1} ⊗ k(y) → L^i ⊗ k(y) → W^i ⊗ k(y) → 0:

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÅÅ Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (∗), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

H^i(X_y; F_{|Xy} ) = H^i(L

⊗ k(y)) ∼= R^if_∗(F) ⊗ k(y);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □