
�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ÷ÓÅ ËÏÌØ�Á �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ É Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ-×ÏÒÅÎÏ ÉÎÁÞÅ.2.1. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ × ÍÏÄÕÌÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ A;B - ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ R, ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Di�i(A;B) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏ× �ÏÒÑÄËÁ i Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Di�0(A;B) - ÜÔÏ R-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ A × B. k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : A−→ BÌÅÖÉÔ × Di�i(A;B), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ∈ R, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ[D; r℄(a) = D(ra)− rD(a)ÌÅÖÉÔ × Di�i−1(A;B).úÁÄÁÞÁ 2.1. ðÕÓÔØ A;B;C { R-ÍÏÄÕÌÉ, Á D1 : A−→ B, D2 : B −→ C -ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ i, j. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑD1D2 - ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ i+ j.úÁÄÁÞÁ 2.2. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØ�Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× k[t℄, Á B - R-ÍÏÄÕÌØ, ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÙÊ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k, Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ tR = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Di�i(R;B) - ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈk-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ k[t℄ × k, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ti+j × 0, ÄÌÑ ×ÓÅÈj > 0.úÁÄÁÞÁ 2.3 (*). ðÕÓÔØ R ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× k[t℄, Á A É B - R-ÍÏÄÕÌÉ,ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Di�∗(A;B) - ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈk-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ A × B.úÁÄÁÞÁ 2.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏ× Di�∗(A;B) ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÅÊ, É �ÕÓÔØ Si(A;B) :=Di�i(A;B)=Di�i−1(A;B) - �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ⊕iSi(A;B) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ⊕iSi ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ⊕iSi(A;B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÚ A × B.úÁÄÁÞÁ 2.5 (!). ðÕÓÔØ M - ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÙÄ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, Á F É G - �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÈÓÅÞÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ F × G ÌÏ-ËÁÌØÎÙ: ÅÓÌÉ f ∈ F ÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ × K ⊂ M , ÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ D(f)ÔÏÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × K, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ D ∈ Di�i(F;G).printed: January 16, 2007 { 1 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.1, 7.10.2006



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙúÁÄÁÞÁ 2.6 (!). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
⊕iSi(F;G) ∼= Symi TM ⊗HomC∞M(F;G); (2.1)ÇÄÅ HomC∞M(F;G) - �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÉÚ F × G (ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ).õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ F É GÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, Á ÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ×ÉÄÁ C∞Mn. åÓÌÉ ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F É G - �ÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅÓ×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (2.1) ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. åÓÌÉ ×Ù ÎÅ ÈÏÔÉÔÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÜÔÉÍÆÁËÔÏÍ, ×Ù×ÅÄÉÔÅ (2.1) ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.úÁÄÁÞÁ 2.7 (*). ðÕÓÔØ x ∈ M ÔÏÞËÁ, Á mx - ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.÷Ù�ÏÌÎÅÎ ÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (2.1) × ÓÌÕÞÁÅ F = C∞M , G = C∞M=mx? á ×ÓÌÕÞÁÅ G = C∞M , F = C∞M=mx?2.2. üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ F , G - ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÇÌÁÄËÉÍÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M , Á D ∈ Di�i(F;G) - ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �Ï-ÒÑÄËÁ i (ÄÏ�ÕÓËÁÑ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÅÞÅÎÉÊÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÂÕË×ÏÊ, ÞÔÏ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ Symb(D) ËÌÁÓÓD × Si(F;G) := Di�i(F;G)=Di�i−1(F;G)÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (2.1), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Symb(D) ÓÅ-ÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Symi TM⊗Hom(F;G) (ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Symi TM ÍÙ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÍ i-À ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ TM).úÁÄÁÞÁ 2.8 (!). ðÕÓÔØ D1 : F −→G, D2 : G−→H - ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÉÍ×ÏÌ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ D1D2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏD1D2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÎÙÏÂÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ D1 É D2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ F , G - n-ÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M , D ∈ Di�i(F;G) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ i, Á Symb(D) ∈ Symi TM ⊗ Hom(F;G) - ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ Symb(D) ËÁË Hom(F;G)-ÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T ∗M , �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÎÁ ÓÌÏÑÈ �ÒÏÅË�ÉÉ T ∗M �

−→ M ,ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ sD ∈ �∗Hom(F;G). ðÕÓÔØ Z ⊂ T ∗M - ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ x ∈ T ∗M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅsD∣
∣x ∈ Hom(F;G) ∈ Hom(F ∣

∣
∣�(x) ; G∣

∣
∣�(x) )ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏ. ï�ÅÒÁÔÏÒ D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ �ÒÏÅË-�ÉÑ � : Z −→M ÉÍÅÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÓÌÏÉ.printed: January 16, 2007 { 2 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.1, 7.10.2006



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙúÁÄÁÞÁ 2.9. ðÕÓÔØ M = R
n, Á � : C∞M −→ C∞M - ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�(f) = ∑i d2fdx2iÇÄÅ xi { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ R

n. îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÍ×ÏÌ �. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÏÎ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÎ.úÁÄÁÞÁ 2.10 (!). ðÕÓÔØ P - ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ i ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ ddxi , i = 1; :::n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ
R
n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎP .úÁÄÁÞÁ 2.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ d : C∞M −→ �1M .îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ i-ÆÏÒÍÙ ÚÎÁÞËÏÍ�i(M).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ B - ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M , Á

∇ : B −→ B ⊗ �1M{ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
∇(fb) = b⊗ df + f∇b;ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ C∞M . �ÏÇÄÁ ∇ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÁÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ B.úÁÄÁÞÁ 2.12 (!). îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÍ×ÏÌ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ∇. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÓÉÍ×ÏÌ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÓÉÍ×ÏÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌÁ ÄÅ òÁÍÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ TM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÁ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁ TM , �ÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊìÅÊÂÎÉ�Á, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ×ÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ ÎÁTM , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ �iM É �1M ⊗ �1M ⊗ ::: üÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×ÏÊ ∇.úÁÄÁÞÁ 2.13. ðÕÓÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ B ÚÁÄÁÎÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇0, Á ÎÁ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÎÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ∇. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ

∇i B ⊗ �1M ⊗ :::
︸ ︷︷ ︸i ÒÁÚ −→ B ⊗ �1M ⊗ :::

︸ ︷︷ ︸i+ 1 ÒÁÚ (2.2)
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�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉ�Á:
∇i(b⊗ �1 ⊗ :::⊗ �i) = ∇i−1(b⊗ �1 ⊗ :::⊗ �i−1)⊗ �i+ b⊗ �1 ⊗ :::⊗ �i−1 ⊗∇�i:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ

∇i : B −→B ⊗ �1M ⊗ :::
︸ ︷︷ ︸i ÒÁÚËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ∇0 ◦ ∇1 ◦ ::: ◦ ∇i. üÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ i-Ñ ÓÔÅ�ÅÎØÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ.Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∇i - ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ i.Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ ∇2, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ, ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔSym2 TM ⊗ Hom(B;B ⊗ �1M ⊗ �1M)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ �Ï �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �1M ⊗�1M .×. [*℄ ðÕÓÔØ S - ÓÉÍ×ÏÌ ∇i,S ∈ Sym2 TM ⊗Hom(B;B ⊗ �1M ⊗ :::

︸ ︷︷ ︸i ÒÁÚ )äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ �Ï �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ�1M ⊗ �1M ⊗ :::úÁÄÁÞÁ 2.14 (!). ðÕÓÔØ �1M ⊗ :::
︸ ︷︷ ︸i ÒÁÚ 	

−→ C∞M- C∞M -ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á P - ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ-ÎÁÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ × Symi TM . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ B ÓÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ, É�ÕÓÔØ
∇i : B −→B ⊗ �1M ⊗ :::

︸ ︷︷ ︸i ÒÁÚÅÅ i-Ñ ÓÔÅ�ÅÎØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ
∇i ◦ (IdB ⊗	) : B −→BäÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ ∇i ◦ (IdB ⊗	) ÒÁ×ÅÎ P ⊗ IdB.úÁÄÁÞÁ 2.15. ðÕÓÔØ M - ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á	 : �1M ⊗ �1M −→ C∞M{ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ∇i ◦(− IdB ⊗	) : B −→B, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÁË ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÜÌÌÉ-�ÔÉÞÅÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. üÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÂÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ-�ÌÁÓÁ ÎÁ B.printed: January 16, 2007 { 4 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.1, 7.10.2006



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ2.3. çÒÕÂÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁïÔÎÙÎÅ É ÄÏ ËÏÎ�Á ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ, M - ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÒÉÍÁ-ÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅ×É-þÉ×ÉÔÁ. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÔÅÎÚÏÒ ÎÁ M ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ �nM ÆÏÒÍ ÏÂßÅÍÁ.ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ �nM ÄÌÉÎÙ 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ÒÉÍÁÎÏ×ÁÏÂßÅÍÁ M , ÏÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ. íÙÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÒÉÍÁÎÏ× ÏÂßÅÍ ÚÁ VolM .úÁÄÁÞÁ 2.16. ðÕÓÔØ v - ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁM , Á  - ÆÕÎË�ÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑÉÚ ∇v ∈ TM ⊗�1M Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ VolM y v (n−1)-ÆÏÒÍÕ,�ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ v × VolM . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ  Vol = d(VolM y v).õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ∇ - Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ìÅ×É-þÉ×ÉÔÁ, ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅ-ÎÉÑ, É ÍÙ ÉÍÅÅÍ d = ∇ ◦ e;ÇÄÅ e : �k(M) ⊗ �1M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (�ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ).éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÏÌÕÞÁÅÍd (VolM y v) = e(∇(VolM y v)) = e(Vol y∇v);ÞÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÒÁ×ÎÏ  Vol (�ÒÏ×ÅÒØÔÅ).úÁÄÁÞÁ 2.17 (!). ðÕÓÔØ � ∈ �1M - 1-ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, Á	g : �1M ⊗ �1M −→ C∞M - ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÔÅÎÚÏÒÏÍ í . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
∫M 	g(∇�) VolM = 0õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ �℄, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �. ðÒÉÍÅÎÉ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ	g(∇�) VolM = d(VolM y �℄)É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÏËÓÁ.úÁÄÁÞÁ 2.18 (!). ðÕÓÔØ B - ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ É Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ, ÓÏÈÒÁ-ÎÑÀÝÅÊ ÍÅÔÒÉËÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ
∇∗ : B ⊗ �1M −→ B;�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ (2.2)

∇1 : B ⊗ �1M −→ B ⊗ �1M ⊗ �1MÓÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅÍ b ⊗ �1 ⊗ �2 −→ − g(�1; �2)b. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ (·; ·)1 ÍÅÔÒÉËÕÎÁ B ⊗ �1M , ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó B É M . ðÕÓÔØ a - ÓÅÞÅÎÉÅB ⊗ �1M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
∫M(∇∗a; b) VolM = ∫M(a;∇b)1VolMÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ b ∈ B Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.printed: January 16, 2007 { 5 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.1, 7.10.2006



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙõËÁÚÁÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ (·; ·)◦ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ�iM ⊗ B; �jM ⊗ B× �iM ⊗ �jM , É ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ B. ðÏÓËÏÌØËÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ
∇(a; b)◦ = (a;∇b)◦ + (∇a; b)◦ ∈ �1M ⊗ �1MðÒÉÍÅÎÉ× 	g Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÉÔÅ	g(∇(a; b)◦) = −(∇∗a; b) + (∇a; b):ðÏÓËÏÌØËÕ (a; b)◦ - ÜÔÏ 1-ÆÏÒÍÁ, ∫M 	g(∇(a; b)◦) VolM = 0 × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ∇∗ ÓÏ�ÒÑÖÅÎ Ó ∇ × ÓÍÙÓÌÅ L2-ÍÅÔÒÉËÉÎÁ B-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(x; y) = ∫M(x; y) VolMúÁÍÅÞÁÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ∇∗∇ : B −→ B ÒÁ×ÅÎ ÇÒÕÂÏÍÕ ÌÁ�ÌÁ-ÓÉÁÎÕ ÎÁ B, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÜÌÌÉ-�ÔÉÞÅÎ, Á ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌ ÒÁ×ÅÎ −g ⊗ IdB, ÇÄÅ g ∈ Sym2 TM - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÔÅÎÚÏÒ.2.4. ï�ÅÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ ∗ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ M ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁÎÁ ×ÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ ÎÁÄ M , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ �kM . ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �1; :::�n× �1M . íÙ ÎÏÒÍÉÒÕÅÍ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ �kM ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ�i1 ∧ �i2 ∧ ::: ∧ �ik; i1 < i2 < ::: < ik{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ.úÁÄÁÞÁ 2.19. ðÕÓÔØ � ∈ �kM - ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Á ∗� ∈ �n−kMÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (�; �) VolM = ∗� ∧ �:ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ �kM .Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∗� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∗� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �printed: January 16, 2007 { 6 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.1, 7.10.2006



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÂÁÚÉÓÅ �i1 ∧ �i2 ∧ ::: ∧ �ik , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ×ÙÛÅ, ∗ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:
∗�i1 ∧ �i2 ∧ ::: ∧ �ik = ��j1 ∧ �j2 ∧ ::: ∧ �jn−kÇÄÅ j1; j2; :::jn−k - ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÔ 1 ÄÏ n, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

{i1; i2; :::; ik}, É Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ, Á � = ±1 - ÓÉÇÎÁ-ÔÕÒÁ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (j1; j2; :::jn−k; i1; i2; :::; ik).úÁÄÁÞÁ 2.20. ðÕÓÔØ � | k-ÆÏÒÍa, � - (n− k)-ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ. (∗�; �) = (−1)k(n−k)(�; ∗�)Â. ∗(∗�) = (−1)k(n−k)�.úÁÄÁÞÁ 2.21 (*). îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � ÎÁ �n2M , ÄÌÑ ÞÅÔÎÏ-ÍÅÒÎÏÇÏ M .úÁÄÁÞÁ 2.22 (*). ðÕÓÔØ M | �ÓÅ×ÄÏÒÉÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÍÅÔÒÉ-ËÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ s. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ∗ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ∗(∗�) = (−1)k(n−k)+s�.úÁÄÁÞÁ 2.23 (!). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ d∗ : �k(M)−→ �k−1(M) ÆÏÒÍÕÌÏÊ d∗ =
− ∗ d∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ � Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ,ÉÍÅÅÍ ∫M(d∗�; �) VolM = ∫M(�; d�) VolMõËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÏËÓÁ:

∫M(d∗�; �) VolM =∫M(d∗�; �) VolM = −

∫M d ∗ � ∧ �=∫M ∗� ∧ d� = ∫M(�; d�) VolMúÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ d∗ ÓÏ�ÒÑÖÅÎ Ó d × ÓÍÙÓÌÅ L2-ÍÅÔÒÉËÉÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(x; y) = ∫M(x; y) VolM2.5. ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒ-ÍÁÈï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÆÏÒÍÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �� := dd∗� + d∗d�:printed: January 16, 2007 { 7 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.1, 7.10.2006



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙúÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕÂÙÍ ÌÁ�ÌÁÓÉ-ÁÎÏÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ.úÁÄÁÞÁ 2.24. ðÕÓÔØ �kM ⊗ �1M i
−→ �k−1MÏ�ÅÒÁÔÏÒ "×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ", �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÔÅÎÚÏÒ � ⊗ � × � y �℄,ÇÄÅ �℄ - ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�(� ⊗ �) = − ∗ (∗� ∧ �)úÁÄÁÞÁ 2.25. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ�kM ⊗ �1M e
−→ �k+1M:Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d� = e(∇�).Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d∗� = �(∇�).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ó×ÏÊÓÔ×Ï d� = e(∇�) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÕÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ∇.úÁÄÁÞÁ 2.26 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ �kM ,

∇2 : �kM −→ �kM ⊗ �1M ⊗ �1M;Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(�) = V (∇2�), ÇÄÅV : �kM ⊗ �1M ⊗ �1M −→ �kM{ ÔÅÎÚÏÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:V (� ⊗ �1 ⊗ �2) = �(e(� ⊗ �1)⊗ �2) + �(e(� ⊗ �2)⊗ �1)õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 2.27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V (� ⊗ �1 ⊗ �2) = −V (� ⊗ �2 ⊗ �1) ÅÓÌÉ �1ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ �2.úÁÄÁÞÁ 2.28 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒV0 : �kM ⊗ �1M ⊗ �1M −→ �kMÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊV0(� ⊗ �1 ⊗ �2) = � ⊗ g(�1; �2)ÇÄÅ g - ÜÔÏ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÆÏÒÍÁ.printed: January 16, 2007 { 8 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.1, 7.10.2006



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2: üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V − V0 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ �Ï �ÏÓÌÅÄÎÉÍ Ä×ÕÍ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÁÍÂ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V0(∇2�) = ∇∗∇�.úÁÄÁÞÁ 2.29.Á. ðÕÓÔØ W : �kM ⊗ �1M ⊗ �1M −→ BËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ �Ï �ÏÓÌÅÄÎÉÍ Ä×ÕÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
∇2 ◦W : �kM −→ BÒÁ×ÎÏ B(R), ÇÄÅ R - ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉ×ÉÚÎÙ �kM .Â. [!℄ ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:�−∇∗∇ = W (R);ÇÄÅ W = V −V0, Á R { ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ �kM , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑÔÕÔ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ�kM −→ �kM ⊗ �2M ⊂ �kM ⊗ �1M ⊗ �1MúÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÷ÁÊ�ÅÎÂÅËÁ(Weitzenb�o
k). ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, "ÆÏÒÍÕÌÁ ÷ÁÊ�ÅÎÂÅËÁ" ÜÔÏ ÏÂÝÅÅ ÎÁÚ×Á-ÎÉÅ ÄÌÑ ÔÏÖÄÅÓÔ× ×ÉÄÁ �1 −�2 = R, ÇÄÅ �i - ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ ìÁ�ÌÁÓÁ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÉÌÉ Ó�ÉÎÏÒÎÙÈ �ÏÌÑÈ, Á R - �ÏÌÉÎÏÍÏÔ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÁÊ�ÅÎÂÅËÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÁ�ÌÁÓÉ-ÁÎ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÎ. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ.úÁÄÁÞÁ 2.30. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ d+d∗ : �∗(M)−→ �∗M . äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ d+ d∗ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (d+ d∗)2 = � É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 2.8.úÁÄÁÞÁ 2.31 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÷ÁÊ�ÅÎÂÅËÁ ÎÁ 1-ÆÏÒÍÁÈ:�−∇∗∇ = W (R):÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, R ∈ Hom(�1M;�1M ⊗ �2M), Á W ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ R × ÜÎ-ÄÏÍÏÒÆÉÚÍ �1M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ W (R) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ � × ÓÌÅÄ × Tr1;3R(�),ÇÄÅ ÓÌÅÄ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ É ÔÒÅÔØÅÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. üÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ "ÔÅÎÚÏÒ òÉÞÞÉ", Ri
. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍÆÏÒÍÕÌÁ ÷ÁÊ�ÅÎÂÅËÁ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï âÏÈÎÅÒÁ:�−∇∗∇ = Ri
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