
�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙÉ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ4.1. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈúÁÄÁÞÁ 4.1 (!). ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Á {xi} - ÂÁÚÉÓ × H1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏlimi−→∞

|F (xi)|
|xi| = 0:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.úÁÄÁÞÁ 4.2. ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 - ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, H2 ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÎÅ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

P(H1= kerF ) 	
−→ PH2;ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ 	 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ-�ÉÅÊ F (R), ÇÄÅ R = {x ∈ H1 : | 1 6 |x| 6 2}, Á ÚÎÁÞÉÔ ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÓÓÁ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ PH2 ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.úÁÄÁÞÁ 4.3 (!). ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÔÏÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ C > 0 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ

|F (x)| > C|x|, �ÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ′1 ⊂ H1, × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁËÏÔÏÒÏÅ F ËÏÍ�ÁËÔÅÎ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÄÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ F ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F (H ′1).úÁÄÁÞÁ 4.4. ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒ-ÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.(i) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ′ : H2 −→H1, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ FF ′ = IdH1 (× ÔÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ, F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓÌÅ×Á).(ii) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ C > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |F (x)| > C|x|, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H1.(iii) kerF = 0, Á imF ÚÁÍËÎÕÔ.õËÁÚÁÎÉÅ. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (i) ⇒ (ii) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (× ËÁÞÅÓÔ×ÅC ×ÏÚØÍÅÍ ÎÏÒÍÕ F ′). éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (ii) ⇒ (iii) ÔÏÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÉÂÏ ÉÚ
|F (x)| > C|x| ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ×ÉÄÁ
{F (zi)}, zi ∈ H1, {zi} { ÔÏÖÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (iii)
⇒ (i), ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.printed: January 16, 2007 { 1 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.3, 13.01.2007



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁúÁÄÁÞÁ 4.5 (!). ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F - ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xi} × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ � ∈ H∗, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �(xi) ∈ C ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÂÙÞÎÕÀÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ. �Ï-�ÏÌÏÇÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÓÌÁÂÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÅÊ.úÁÄÁÞÁ 4.6. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ× ÓÌÁÂÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÎÏ ÎÅ × ÓÉÌØÎÏÊ.úÁÄÁÞÁ 4.7 (*). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× H −→H1, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÓÌÁÂÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ?úÁÄÁÞÁ 4.8 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ H −→H1 ËÏÍ-�ÁËÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÌÀÂÕÀ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÝÕ-ÀÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÓÉÌØÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ.4.2. æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : H1 −→H2 ÎÁ ÇÉÌØ-ÂÅÒÔÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×ÙÍ (Fredholm), ÅÓÌÉÅÇÏ ÑÄÒÏ É ËÏÑÄÒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.úÁÄÁÞÁ 4.9. ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 - ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÏÎ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ H1= kerF × imF .õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.5.úÁÄÁÞÁ 4.10. ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 - ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒ F1 : H2 −→H1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÏ�ÅÒÁÔÏÒ IdH1 −FF1 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ (ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ).õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊúÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ IdH1 −FF1ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. îÁÚÏ×ÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ � : H −→ R ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒ-ÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ××Å ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ C > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
|�(x)| < C|x|.printed: January 16, 2007 { 2 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.3, 13.01.2007



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁúÁÄÁÞÁ 4.11. ðÕÓÔØ H - ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, H1 - �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ H, Á x −→( ·; x) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ H ×H1, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ x × ÆÏÒÍÕ y 7→ (y; x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 4.12. ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Á F ∗ :H2 −→H1 - Ï�ÅÒÁÔÏÒ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ x ∈ H2 × ×ÅËÔÏÒ y ∈ H1, ËÏÔÏÒÙÊÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (x; F (h)) = (y; h)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ H1.Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ F ∗ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ∗ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ∗ - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.Ç. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F ∗ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×.Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ËÏÍ�ÁËÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F ∗ ËÏÍ-�ÁËÔÅÎ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊúÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, F ∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏÍ Ë F .úÁÄÁÞÁ 4.13. ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, F ∗ - ÅÇÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ kerF ∗ = H2=imF , ÇÄÅ =imF - ÚÁÍÙËÁÎÉÅÏÂÒÁÚÁ F .úÁÄÁÞÁ 4.14 (!). ðÕÓÔØ F : H1 −→H2, G : H2 −→H3 - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ.Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ GF ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×, ÅÓÌÉ F É G ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù.Â. ðÕÓÔØ GF É FG ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F É G ÏÂÁ ÆÒÅÄ-ÇÏÌØÍÏ×Ù.úÁÄÁÞÁ 4.15. ðÕÓÔØ GF ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ F É G ÆÒÅÄÇÏÌØ-ÍÏ×Ù?úÁÄÁÞÁ 4.16. ðÕÓÔØ F : H1 −→H2 - ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H1 É H2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÔÎÙÎÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H× ÓÅÂÑ. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÜÔÏ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÏÂÝÎÏÓÔÉ.printed: January 16, 2007 { 3 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.3, 13.01.2007



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁúÁÄÁÞÁ 4.17. ðÕÓÔØ K : H −→H - ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ IdH +K ÚÁÍËÎÕÔ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ z ÌÅÖÉÔ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÒÁÚÁ IdH +K, ÔÏÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ zi = yi + K(yi). ðÏÓËÏÌØËÕK ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {yi} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. úÁÍÅÎÉ× yi ÎÁ �ÏÄ�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ K(yi) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë k. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ,ÞÔÏ yi = zi − K(yi) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë y = z − k ∈ H. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏz = y +K(y).úÁÄÁÞÁ 4.18 (!). ðÕÓÔØ K : H −→H - ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ IdH +K ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×.õËÁÚÁÎÉÅ. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ IdH +K ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ K ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÑÄÒÅ ËÁË − Id, É ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÍ�ÁËÔÅÎÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ker(IdH +K) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÓÓÁ. æÁËÔÏÒ H �ÏÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÏÂÒÁÚÁ IdH +K ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÑÄÒÏÍ IdH +K∗, a ë∗ ËÏÍ-�ÁËÔÅÎ × ÓÉÌÕ ÚÁÄÁÞÉ 4.12. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ IdH +K,×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÜÔÏ ÔÁËÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï I ⊂ A, ÞÔÏ aI ⊂ I É Ia ⊂ I ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ A. æÁËÔÏÒ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A=I �Ï Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.úÁÄÁÞÁ 4.19. ðÕÓÔØ C - ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒ-ÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H, Á K ⊂ C - �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K - Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ C=K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÁÌËÉ-ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H (Calkin).úÁÄÁÞÁ 4.20 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÁÌËÉÎÁ �ÒÏÓÔÁ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏ×).úÁÄÁÞÁ 4.21 (!). ðÕÓÔØ F : H −→H - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ [F ℄ ×ÁÌÇÅÂÒÅ ëÁÌËÉÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍ.1õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.10 É ÚÁÄÁÞÅÊ 4.14.úÁÄÁÞÁ 4.22 (!). ðÕÓÔØ F1F = IdH +K, ÇÄÅ K ËÏÍ�ÁËÔÅÎ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ FÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×?1üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ G1; G2 : H −→H , ÞÔÏ FG1−1 É G2F−1 ËÏÍ�ÁËÔÎÙ.
printed: January 16, 2007 { 4 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.3, 13.01.2007



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ ÇÉÌØ-ÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ∈ End(H)ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F1 : H −→H, �ÒÉÞÅÍFF1 = F1F = IdH .úÁÄÁÞÁ 4.23 (*). ðÕÓÔØ F : H −→H - ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒ, [F ℄ - ÅÇÏËÌÁÓÓ × ÁÌÇÅÂÒÅ ëÁÌËÉÎÁ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ Õ [F ℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ F ′,ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍ?õËÁÚÁÎÉÅ. éÎÄÅËÓÏÍ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏdimkerF − dim okerF:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ F ′ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ × ËÌÁÓÓÅ[F ℄.úÁÄÁÞÁ 4.24 (!). ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : H −→H ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ G ∈ End(H),ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ |G− F | < ", Ï�ÅÒÁÔÏÒ G ÔÁËÖÅ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ F , ÚÁ�ÉÓÁ×(IdH +G1)−1 = IdH −G1 +G21 −G31 + :::ÇÄÅ G1 = G− F . úÁÔÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏGF1 = IdH +G1F +G1KÇÄÅ F1 - Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ FF1 = IdH +K.úÁÄÁÞÁ 4.25 (*). ðÕÓÔØ C - ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á F ⊂ C - ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×ÙÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ×. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F ÏÔËÒÙÔÏ, × ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ F .õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×ÙÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ Ó×ÑÚÎÏ.4.3. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ F : H −→H - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ó�ÅËÔÒÏÍ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏSpeF ⊂ C×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ � ∈ C ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F − � IdH ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.úÁÄÁÞÁ 4.26. ðÕÓÔØ F : H −→H - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, � ∈ CÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.printed: January 16, 2007 { 5 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.3, 13.01.2007



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ(i) � =∈ SpeF(ii) ñÄÒÏ F − � IdH �ÕÓÔÏ, a ÏÂÒÁÚ F − � IdH ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó HúÁÄÁÞÁ 4.27 (!). ðÕÓÔØ F : H −→H - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Á � ∈ CÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÅ × ÅÇÏ Ó�ÅËÔÒÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ C > 0 ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ |F (x)− �x| > |x|, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H.úÁÄÁÞÁ 4.28 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SpeF ÚÁÍËÎÕÔ × C.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.24.úÁÄÁÞÁ 4.29 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SpeF ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÒÕ-ÇÅ).úÁÄÁÞÁ 4.30 (*). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Ó�ÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ - ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÊ ËÒÕÇ.úÁÄÁÞÁ 4.31 (!). ðÕÓÔØ K : H −→H ËÏÍ�ÁËÔÅÎ, � ∈ SpeK, � 6= 0.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H�;n := ker(K − � IdH)n ÎÅ�ÕÓÔÏ É ËÏÎÅÞ-ÎÏÍÅÒÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n, �ÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÏÊ mult(�), ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K(H�;n) ⊂ H�;n.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ K − � IdH ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×.úÁÄÁÞÁ 4.32. ðÕÓÔØ " - �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á K - ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {� ∈ SpeK | |�| > "}ËÏÎÅÞÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÓÓÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, Ó�ÅËÔÒ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ ÓÞÅÔÅÎ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ4.31, ËÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ � ∈ SpeK Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅÍ K. üÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ "Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊÔÅÏÒÅÍÏÊ ÄÌÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×".úÁÄÁÞÁ 4.33 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅ-ÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ, × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.úÁÄÁÞÁ 4.34 (*). ðÕÓÔØ K - ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Á s | ÓÕ�ÒÅÍÕÍÆÕÎË�ÉÉ x−→ |K(x)| ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ B1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s = |K(x0)|ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x0 ∈ B1úÁÄÁÞÁ 4.35 (*). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ K :H −→H Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÂÒÁÚ K ÂÙÔØ �ÌÏÔÅÎ × H?printed: January 16, 2007 { 6 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.3, 13.01.2007



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁúÁÄÁÞÁ 4.36. ðÕÓÔØ K { ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÅÎ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ K ÔÏÖÅ ËÏÍ�ÁË-ÔÅÎ?4.4. óÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. ï�ÅÒÁÔÏÒ A : H −→H ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ (Ax; y) = (x;Ay) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈx; y ∈ H.℄úÁÄÁÞÁ 4.37. ðÕÓÔØ A : H −→H ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(A(x); x) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H.úÁÄÁÞÁ 4.38. ðÕÓÔØ H1 ⊂ H - �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, A ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, �ÒÉÞÅÍ A(H1) ⊂ H1. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ H⊥1 .úÁÄÁÞÁ 4.39 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÉÔ × R ⊂ C.õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (A(x); x) �ÏÌÕÞÉÔÅ, ÞÔÏ
|Im(A(x)− �x; x)| > |Im(�)| · |x|:÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ |A(x)−�x| > C|x|, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ C > 0. éÚ ÜÔÏÇÏ�ÏÌÕÞÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ A ÚÁÍËÎÕÔ, Á ÑÄÒÏ �ÕÓÔÏ. �Å�ÅÒØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÔÅÓØ ÔÅÍ,ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏ A ÒÁ×ÎÏ ÑÄÒÕ A∗.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.9. óÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ (A(x); x) > 0, É ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ x.úÁÄÁÞÁ 4.40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ×ÓÅÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.úÁÄÁÞÁ 4.41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊúÁÄÁÞÁ 4.42 (!). ðÕÓÔØ A - �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÒÅÄ-ÇÏÌØÍÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒ, �ÒÉÞÅÍ kerA = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " ∈ R,ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A− " IdH ÔÏÖÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÉÔÅ " := |A−1|.printed: January 16, 2007 { 7 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.3, 13.01.2007



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁúÁÄÁÞÁ 4.43 (!). ðÕÓÔØ A - ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ, ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ,�ÒÉÞÅÍ SpeA ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ A �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A+� IdH �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÉÈ � ∈ R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ �0 ÉÎÆÉÎÕÍ ×ÓÅÈ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A + � IdH�ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ −�0 ÌÅÖÉÔ × Ó�ÅËÔÒÅ A. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ-�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ,úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅÖÉÔ × [0;∞[ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.úÁÄÁÞÁ 4.44. ðÕÓÔØ A - ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó ÎÕ-ÌÅ×ÙÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A = 0.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 4.45 (!). ðÕÓÔØ A - ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ, ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ H� �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
⋃n∈N

ker(A− � IdH)n(�ÏÓËÏÌØËÕ A ËÏÍ�ÁËÔÅÎ, ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÛÁÇÅ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ H� ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
⊕�∈SpeAH��ÌÏÔÎÏ × H.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, É �ÒÉÍÅÎÉÔÅ �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.úÁÄÁÞÁ 4.46 (*). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÂÅÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏ-ÓÔÉ A?úÁÄÁÞÁ 4.47 (!). ðÕÓÔØ A : H −→H - ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ, ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎ-ÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×: × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÁÚÉÓÅ x1; x2; :::,ÄÅÊÓÔ×ÉÅ A ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏ: A(xi) = �ixi.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉ-ÅÍ ⊕�∈SpeAH�:printed: January 16, 2007 { 8 { íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ, v. 1.3, 13.01.2007



�ÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 4: æÒÅÄÇÏÌØÍÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁúÁÄÁÞÁ 4.48 (*). ðÕÓÔØ A� - ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÁÍÏ-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ A� ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙ.úÁÄÁÞÁ 4.49 (*). ï�ÅÒÁÔÏÒ U ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ UU∗ = U∗U = Id. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó�ÅËÔÒ ÕÎÉÔÁÒ-ÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(U + �Id(x); U − ��Id(x)) = (1− |�|2)|x|2úÁÄÁÞÁ 4.50 (*). ðÕÓÔØ U - ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U−Id ËÏÍ-�ÁËÔÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÂÁÚÉÓÅ.úÁÄÁÞÁ 4.51 (*). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÂÅÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ U − Id ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏ?
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