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1.1. Êîëüöà ïîäìíîæåñòâ è êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî S. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ S îáîçíà÷àåòñÿ
2S. Ïóñòü U ⊂ 2S - íåêîòîðûé íàáîð ïîäìíîæåñòâ S. U íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè äëÿ ëþáûõ
A,B ∈ U, îáúåäèíåíèå A ∪ B, ïåðåñå÷åíèå A ∩ B è äîïîëíåíèå A\B ïðèíàäëåæèò U. Â ýòîì
ñëó÷àå U íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì â 2S.

Çàäà÷à 1.1. Ïóñòü S êîíå÷íî. Îïèøèòå âñå ïîäêîëüöà â 2S è íàéäèòå èõ ÷èñëî äëÿ |S| = 5
(ìíîæåñòâà èç 5 ýëåìåíòîâ).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîäìíîæåñòâà U ⊂ S íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ

χU : S −→ {0, 1} | χU(x) = 1, åñëè x ∈ U χU(x) = 0, åñëè x /∈ U

Çàäà÷à 1.2. Ïóñòü U ⊂ 2S - íàáîð ïîäìíîæåñòâ, à RU = {χU} ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ âñåõ U ∈ U. Ðàññìîòðèì {0, 1} êàê ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ýòî çàäàåò
åñòåñòâåííóþ àääèòèâíóþ è ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòóðó íà ìíîæåñòâå âñåõ îòîáðàæåíèé
èç S â {0, 1} (ïîòî÷å÷íîå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå). Äîêàæèòå, ÷òî RU îáðàçóåò êîëüöî (âîç-
ìîæíî, áåç åäèíèöû) òoãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U ýòî êîëüöî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü V ⊂ 2S - ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïîäìíîæåñòâ. Ìèíèìàëüíîå ïîä-
êîëüöî â 2S, ñîäåðæàùåå V, íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì, ïîðîæäåííûì V.

Çàäà÷à 1.3 (*). Ïóñòü â V ⊂ 2S N ýëåìåíòîâ. Êàêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ìîæåò áûòü ó
ïîäêîëüöà, ïîðîæäåííîãî V?

Çàäà÷à 1.4 (*). Ïóñòü U1 ⊂ 2S1 , U2 ⊂ 2S2 êîëüöà ïîäìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì êîëüöî U ⊂
2S1×S2 , ïîðîæäåííîå âñåìè ïîäìíîæåñòâàìè âèäà U1 × U2, U1 ∈ U1, U2 ∈ U2,. Äîêàæèòå, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèå êîëüöà RU1 , RU2 , RU ñâÿçàíû êàê

RU1 ⊗Z/2Z RU2
∼= RU.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü çàäàíî ïîäìíîæåñòâî S ⊂ Rn. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé S íàçûâà-
åòñÿ íàèìåíüøåå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå S.

Çàäà÷à 1.5 (!). Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà S ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âèäà∑
αisi, ãäå {si} ýòî êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê èç S, à αi âåùåñòâåííûå ÷èñëà, 0 ≤ αi ≤ 1,

∑
αi = 1.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Çàìêíóòûì ñèìïëåêñîì â Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæå-
ñòâà {x0, ...xn} èç n+1 òî÷åê â Rn. Òàêîé ñèìïëåêñ íàçûâàåòñÿ íàòÿíóòûì íà òî÷êè x0, ...xn.
Ñèìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ âûïóêëîå ìíîæåñòâî, çàìûêàíèå êîòîðîãî åñòü çàìêíóòûé ñèì-
ïëåêñ.

Çàäà÷à 1.6. Îïèøèòå âñå ñèìïëåêñû â R, R2, R3.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü ∆(x0, ...xn) - ñèìïëåêñ, íàòÿíóòûé íà òî÷êè {x0, ...xn}. Ãðàíüþ ∆
ðàçìåðíîñòè k íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà k + 1 òî÷åê èç {x0, ...xn}.

Çàäà÷à 1.7. Ðåáðà (îäíîìåðíûå ãðàíè) n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ∆(x0, ...xn) îáðàçóþò ãðàô. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî âñå xi ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñêîëüêî ðåáåð â ýòîì ãðàôå? Èçîáðàçèòå åãî. Ñêîëüêî
ðàçíûõ k-ìåðíûõ ãðàíåé åñòü ó ∆(x0, ...xn)?
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Îïðåäåëåíèå 1.7. Êîëüöî ïîëèýäðîâ (ìíîãîãðàííèêîâ) åñòü êîëüöî ïîäìíîæåñòâ â Rn, ïî-
ðîæäåííîå çàìêíóòûìè ñèìïëåêñàìè. Ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ýòîãî êîëüöà.

Çàäà÷à 1.8. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî îáú-
åäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñèìïëåêñîâ.

Çàäà÷à 1.9 (*). Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñèìïëåêñîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Äâà ìíîãîãðàííèêà A, B íàçûâàþòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííûìè, åñëè èõ
ìîæíî ðàçðåçàòü íà ñèìïëåêñû A1, ...Ak, B1, ...Bk òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàìûêàíèå Ai êîíãðó-
ýíòíî çàìûêàíèþ Bi äëÿ ëþáîãî i.

Çàäà÷à 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîñîñòàâëåííîñòü ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Çàäà÷à 1.11. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê A ðàâíîñîñòàâëåí ïàðàëåëëîãðàììó ñ òàêèì
æå îñíîâàíèåì è âûñîòîé â ïîëîâèíó âûñîòû A.

Çàäà÷à 1.12. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ïàðàëåëëîãðàìì ðàâíîñîñòàâëåí ïðÿìîóãîëüíèêó ñ òà-
êèì æå îñíîâàíèåì è æå âûñîòîé

Çàäà÷à 1.13. (*) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a è b è ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòî-
ðîíàìè c è d ðàâíîñîñòàâëåíû, ïðè óñëîâèè ab = cd.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü U ⊂ 2S êîëüöî ïîäìíîæåñòâ. Îòîáðàæåíèå µ : U−→ R íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íî àääèòèâíîé ìåðîé, èëè æå àääèòèâíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà, èëè âàëþà-
öèåé, åñëè äëÿ ëþáûõ A,B ∈ U,

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B)

Âàëþàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Î÷åâèäíî, âàëþàöèè îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R.

Çàäà÷à 1.14. Ïóñòü S ýòî îòðåçîê [0, 1], à U ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé îòðåçêîâ
è èíòåðâàëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî U ýòî êîëüöî. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

∐
iAi −→

∑
|Ai|

(íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ ïåðåâîäèòñÿ â ñóììó èõ äëèí) ýòî íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíå÷íî-
àääèòèâíàÿ ìåðà.

Çàäà÷à 1.15 (!). Ïóñòü U = 2S, ãäå S ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì çà L ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð íà U. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü L íàä R.

Çàäà÷à 1.16. Ïóñòü äàí Q-ëèíåéíûé ãîìîìîðôèçì R ξ−→ R,1 ìíîæåñòâî S è êîëüöî ïîäìíî-
æåñòâ U ⊂ 2S. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðû µ : U−→ R, êîìïîçèöèÿ
µ ◦ ξ ýòî îïÿòü êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà.

Çàäà÷à 1.17. Ïóñòü çàäàíà òî÷êà x ∈ S, êîëüöî ïîäìíîæåñòâ U ⊂ 2S, è ôóíêöèÿ µ : U−→ R,
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ µ(U) = 1 äëÿ x ∈ U è µ(U) = 0 äëÿ x /∈ U . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî êîíå÷íî-
àääèòèâíàÿ ìåðà.

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî äâèæåíèåì â Rn (èëè ëþáîì äðóãîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå)
íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ èçîìåòðè÷åñêàÿ áèåêöèÿ. Äâà ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ êîíãðóýíòíûìè,
åñëè îäíî â äðóãîå ìîæíî ïåðåâåñòè äâèæåíèåì.

1Çäåñü R ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q.

2



Òåîðèÿ Ìåðû 1: Îáúåìû ìíîãîãðàííèêîâ

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü U ⊂ 2Rn íåêîòîðîå êîëüöî ìíîæåñòâ. Êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà
µ : U−→ R íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, åñëè µ(A) = µ(B) äëÿ êîíãðóýíòíûõ ôèãóð A,B ⊂
Rn.

Çàäà÷à 1.18. Ïóñòü U ⊂ 2Rn êîëüöî ìíîãîãðàííèêîâ, è ïóñòü µ : U−→ R èíâàðèàíòíàÿ
íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà.

à. Âûðîæäåííûé ñèìïëåêñ, ýòî ñèìïëåêñ, ëåæàùèé âíóòðè êàêîé-òî ãèïåðïëîñêîñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî ñèìïëåêñ ∆(x0, x1, ...xn) âûðîæäåííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåê-
òîðà x1 − x0, x2 − x0, ...xn − x0 ëèíåéíî çàâèñèìû.

á. Äîêàæèòå, ÷òî µ(I) = 0, ãäå I ýòî âûðîæäåííûé ñèìïëåêñ.

â. Äîêàæèòå, ÷òî µ(A) = µ(Ā), ãäå A ìíîãîãðàííèê, à Ā - åãî çàìûêàíèå.

ã. Äîêàæèòå, ÷òî µ(A) = µ(B), åñëè A è B ðàâíîñîñòàâëåíû.

Çàäà÷à 1.19 (*). Âåðíû ëè óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î íåîòðè-
öàòåëüíîñòè µ?

1.2. Îáúåì

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü V n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Ðàññìîòðèì îäíîìåð-
íîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Λn(V ) àíòè-ñèììåòðè÷íûõ ôîðì ñòàðøåé ñòåïåíè. Ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ôîðì îáúåìà.

Çàôèêñèðóåì íåíóëåâîé âåêòîð ν ∈ Λn(V ).
Åñëè â V çàäàí ñèìïëåêñ ∆ = ∆(x0, ....xn), îáúåìîì ∆ íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå âå-

ùåñòâåííîå ÷èñëî ∫
∆

ν := |ν(x1 − x0, x2 − x0, ...xn − x0)|.

Çàäà÷à 1.20. (!) Â ýòèõ óñëîâèÿõ, äîêàæèòå, ÷òî

à.
∫

∆
ν > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆ íåâûðîæäåí

á. ∫
∆(x0,....xn)

ν =

∫
∆(xσ0 ,....xσn )

ν,

ãäå (x0, ....xn)−→ (xσ0 , ....xσn) ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà

â. Åñëè ñèìïëåêñû ∆ è ∆′ êîíãðóýíòíû, òî
∫

∆
ν =

∫
∆′ ν

ã. Åñëè ñèìïëåêñ ∆ ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñèìïëåêñîâ ∆ =
∆1

∐
∆2, òî ∫

∆

ν =

∫
∆1

ν +

∫
∆2

ν.

Óêàçàíèå. Âñå ýòè ñâîéñòâà ôîðìàëüíî âûòåêàþò èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ

Çàäà÷à 1.21. Ïóñòü ñèìïëåêñ ∆ ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñèì-
ïëåêñîâ ∆ =

∐
i ∆i. Äîêàæèòå, ÷òî ∫

∆

ν =
∑∫

∆i

ν.
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Óêàçàíèå. Ýòî ñâîéñòâî ôîðìàëüíî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îáúåìà, ïåðå÷èñëåííûõ â çàäà÷å 1.20.

Çàäà÷à 1.22 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâà îáúåìà, ïåðå÷èñëåííûå â çàäà÷å 1.20, çàäàþò îòîá-
ðàæåíèå ∆−→

∫
∆
ν åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ìíî-

æèòåëÿ.

Çàäà÷à 1.23 (!). Ïóñòü çàäàí ìíîãîãðàííèê C ⊂ V , è C =
∐
Ai =

∐
Bi åãî ðàçáèåíèå íà

íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñèìïëåêñû. Äîêàæèòå, ÷òî∑∫
Ai

ν =
∑∫

Bi

ν.

Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ îáúåìîì ìíîãîãðàííèêà C, è îáîçíà÷àåòñÿ
∫
C
ν. Äîêàæèòå, ÷òî

ýòà ôóíêöèÿ çàäàåò íåîòðèöàòåëüíóþ, èíâàðèàíòíóþ êîíå÷íî-àääèòèâíóþ ìåðó íà êîëüöå
ìíîãîãðàííèêîâ.

Çàäà÷à 1.24 (!). Ïóñòü V åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à C åäèíè÷íûé êóá (êóá ñ
ðåáðîì 1).2 Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíå÷íî-
àääèòèâíàÿ ìåðà µ íà êîëüöå ìíîãîãðàííèêîâ, òàêàÿ, ÷òî µ(C) = 1. Çàïèøèòå åå ÿâíî.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ýòà êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâ îáúåì ìíîãî-
ãðàííèêà.

1.3. Òðåòüÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Îïðåäåëåíèå 1.13. Äâà ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè, åñëè îíè èìåþò îäè-
íàêîâûé îáúåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâíîñîñòàâëåííûå ìíîãîãðàííèêè ðàâíîâåëèêè.

Òðåòüÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê

Ãàóññ â äâóõ ñâîèõ ïèñüìàõ ê Ãåðëèíãó âûðàæàåò ñîæàëåíèå ïî ïîâîäó òîãî, ÷òî íåêî-
òîðûå èçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ ñòåðåîìåòðèè çàâèñÿò îò ìåòîäà èñ÷åðïûâàíèÿ, ò.å., ãîâîðÿ
ñîâðåìåííûì ÿçûêîì, îò àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè (èëè îò àêñèîìû Àðõèìåäà).

Ãàóññ ñïåöèàëüíî îòìå÷àåò òåîðåìó Åâêëèäà, ñîãëàñíî êîòîðîé îáúåìû òðåóãîëüíûõ ïè-
ðàìèä, èìåþùèõ ðàâíûå âûñîòû, îòíîñÿòñÿ êàê ïëîùàäè èõ îñíîâàíèé. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à
ïëàíèìåòðèè íûíå ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Ãåðëèíãó óäàëîñü òàêæå äîêàçàòü ðàâåíñòâî îáúåìîâ
ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ ïðè ïîìîùè ðàçáèåíèÿ èõ íà êîíãðóýíòíûå ÷àñòè.

Òåì íå ìåíåå, êàê ìíå êàæåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî óïîìÿíóòîé òåîðåìû
Åâêëèäà ýòèì ñïîñîáîì ïðîâåñòè íåâîçìîæíî è ýòî, ïî-âèäèìîìó, ìîæåò áûòü ïîäòâåð-
æäåíî ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì íåâîçìîæíîñòè.

Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü, åñëè áû óäàëîñü óêàçàòü òàêèå äâà
òåòðàýäðà ñ ðàâíûìè îñíîâàíèÿìè è ðàâíûìè âûñîòàìè, êîòîðûå íèêàêèì ñïîñîáîì íå ìî-
ãóò áûòü ðàçëîæåíû íà êîíãðóýíòíûå òåòðàýäðû è êîòîðûå òàêæå íå ìîãóò áûòü äîïîë-
íåíû êîíãðóýíòíûìè òåòðàýäðàìè äî òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ, äëÿ êîòîðûõé ðàçëîæåíèå íà
êîíãðóýíòíûå òåòðàýäðû íåâîçìîæíî.

(öèòèðóåòñÿ ïî êíèãå Â. Ã. Áîëòÿíñêîãî "Òðåòüÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà", èçäàòåëüñòâî
"Íàóêà", Ìîñêâà, 1977)

2Êóá ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ {ξ1, ...ξn} â V .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà

∑
αiξi, ãäå 0 ≤ αi ≤ 1. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ åäè-

íè÷íûé êóá â V .
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Íåìíîãî óïðîñòèâ, ýòî æå ñàìîå ìîæíî èçëîæèòü òàê

Òðåòüÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà Ïîñòðîéòå äâà ðàâíîâåëèêèõ ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûå íå
ðàâíîñîñòàâëåíû.

Çàäà÷à 1.25 (*). Ïóñòü A è B ðàâíîâåëèêèå ìíîãîãðàííèêè íà ïëîñêîñòè (ìíîãîãðàííèêè
íà ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ìíîãîóãîëüíèêè, èëè ïîëèãîíû). Äîêàæèòå, ÷òî îíè ðàâíîñî-
ñòàâëåíû.

Çàìå÷àíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìà Áîéÿè-Ãåðâèíà.

Çàìå÷àíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà µ : U−→ R íà êîëüöå
ìíîãîãðàííèêîâ, òàêàÿ, ÷òî µ(A) 6= µ(B), à A è B ðàâíîâåëèêè. Òîãäà A è B íå ðàâíîñîñòàâ-
ëåíû.

Çàäà÷à 1.26. (!) Âûâåäèòå èç òåîðåìû Áîéÿè-Ãåðâèíà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü çàäàíà
êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà µ : U−→ R, ãäå U - êîëüöî ìíîãîóãîëüíèêîâ (ìíîãîãðàííèêîâ â R2).
Äîêàæèòå, ÷òî µ = Vol ◦ξ, ãäå Vol : U−→ R êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà, çàäàííàÿ îáúåìîì, à
ξ : R−→ R - Q-ëèíåéíûé ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï.

Çàäà÷à 1.27 (*). Ïîñòðîéòå íåòðèâèàëüíûé (íå R-ëèíåéíûé) Q-ëèíåéíûé ãîìîìîðôèçì ξ :
R−→ R. Èñïîëüçóéòå àêñèîìó âûáîðà.

Çàäà÷à 1.28. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîé ãîìîìîðôèçì îáÿçàòåëüíî ïåðåâîäèò íåêîòîðûå ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà â îòðèöàòåëüíûå.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ïóñòü çàäàí φ : R−→ R Q-ëèíåéíûé ãîìîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé π â 0,
à C - ìíîãîãðàííèê â R3, ñ ðåáðàìè äëèíû d1, ...dn è ïðèëåæàùèìè èì äâóãðàííûìè óãëàìè,
âûðàæåííûìè (â ðàäèàíàõ) êàê α1, ...αn. Èíâàðèàíò Äåíà Dφ(C) çàïèñûâàåòñÿ êàê

Dφ(C) :=
n∑
i=1

diφ(αi).

Çàäà÷à 1.29. (!) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Q-ëèíåéíûõ ãîìîìîðôèçìîâ, ïåðåâîäÿùèõ π
â 0, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì (R/Qπ)∗ ⊗Q R.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ýòî ìíîæåñòâî íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R:

λ(φ)(c) = λφ(c).

Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì èíâàðèàíòîâ Äåíà.

Çàäà÷à 1.30. (*) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòîâ Äåíà áåñêîíå÷íîìåðíî íàä R.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ R ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì φ : R−→ R, òàêîé, ÷òî
φ(λ) 6= 0, ïðè óñëîâèè, ÷òî λ/π èððàöèîíàëüíî. Âîñïîëüçóéòåñü àêñèîìîé âûáîðà.

Çàäà÷à 1.31. (!) Ïóñòü ñèìïëåêñ ∆ ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñèì-
ïëåêñîâ ∆ =

∐
i ∆i. Äîêàæèòå, ÷òî

Dφ(∆) =
∑
i

Dφ(∆i)
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Çàäà÷à 1.32 (*). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî èíâàðèàíò Äåíà Dφ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé
ìåðîé íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãîãðàííèêîâ â R3.

Çàäà÷à 1.33. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òåòðàýäð. Äîêàæèòå, ÷òî åãî äâóãðàííûå óãëû ðàâíû
arccos(1/3).

Çàäà÷à 1.34. Ïóñòü cos(πα) = 1/n, à α ðàöèîíàëüíî. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî

e
√
−1πkα =

(
1

n
+
√
−1

√
n2 − 1

n

)k
= 1.

äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k > 0.

Çàäà÷à 1.35 (*). Ïóñòü n = 3, à
(

1
n

+
√
−1
√
n2−1
n

)k
= 1. Äîêàæèòå, ÷òî k = 0.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè â êîëüöå Z[
√
−2] è âîñïîëü-

çóéòåñü åþ.

Çàäà÷à 1.36 (*). Îáîçíà÷èì çà α äâóãðàííûé óãîë ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. Äîêàæèòå, ÷òî
α
π
èððàöèîíàëüíî.

Çàäà÷à 1.37 (*). Íàéäèòå òàêîå φ â ïðîñòðàíñòâå èíâàðèàíòîâ Äåíà (R/Qπ)∗ ⊗Q R, ÷òî
φ(α) 6= 0, ãäå α - äâóãðàííûé óãîë ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.

Çàäà÷à 1.38 (*). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî Dφ(∆) 6= 0, ãäå ∆ åñòü
ïðàâèëüíûé òåòðàýäð.

Çàäà÷à 1.39. Äîêàæèòå, ÷òî Dφ(C) = 0 äëÿ ëþáîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.

Çàäà÷à 1.40 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåëèêèå ïðàâèëüíûé òåòðàýäð è ïðàâèëüíûé êóá íå
ðàâíîñîñòàâëåíû.

Çàäà÷à 1.41 (**). (òåîðåìà Äåíà-Ñèäëåðà) Ïóñòü äâà ìíîãîãðàííèêà A è B â R3 ðàâíîâå-
ëèêè, è Dφ(A) = Dφ(B) äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòà Äåíà. Äîêàæèòå, ÷òî A èB ðàâíîñîñòàâëåíû.
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