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2.1. Áóëåâû àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðåøåòêà ýòî ìíîæåñòâî L, íàäåëåííîå àëãåáðàè÷åñêèìè áèíàðíûìè îïå-
ðàöèÿìè ∧ è ∨ : L× L−→ L, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

à. Èäåìïîòåíòíîñòü: a ∧ a = a ∨ a = a.

á. Êîììóòàòèâíîñòü: a ∧ b = b ∧ a, a ∨ b = b ∨ a.

â. Àññîöèàòèâíîñòü: a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c, a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c,

ã. Àáñîðáöèÿ: a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a.

Çàäà÷à 2.1. . Ïóñòü (S,�) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y,
çàäàíà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü (òàêîé ýëåìåíò (x∨y) � x, y, ÷òî ëþáîé z � x, y óäîâëåòâîðÿåò
z � (x ∨ y)) è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (òàêîé ýëåìåíò (x ∧ y) � x, y, ÷òî ëþáîé z � x, y
óäîâëåòâîðÿåò z � (x ∧ y)). Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ðåøåòêà.

Çàäà÷à 2.2 (!). Ïóñòü L ðåøåòêà. Ââåäåì íà L ñîîòíîøåíèå x � y, åñëè x ∧ y = x.

à. Äîêàæèòå, ÷òî x � y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∨ y = y.

á. Äîêàæèòå, ÷òî x � y åñòü ñîîòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

â. Ðàññìîòðèì (L,�) êàê ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì åñòü
òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíü. Äîêàæèòå, ÷òî îíè âûðàæàþòñÿ êàê (x ∨ y), (x ∧ y).

ã. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ðåøåòêó ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
ñïîñîáîì, îïèñàííûì â çàäà÷å ??.

Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü R ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Ïîñòðîéòå ðåøåòêó, ïîëüçóÿñü îïåðàöèåé âçÿ-
òèÿ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî è íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.

Çàäà÷à 2.4. Ðàññìîòðèì òàêîå ñîîòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà 2S: x � y, åñëè x ⊂ y.
Äîêàæèòå, ÷òî â (2S,�) ñóùåñòâóþò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíü. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îïåðàöèè ýòî ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Áóëåâà àëãåáðà ýòî ñïîñîá àêñèîìàòèçàöèè îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáú-
åäèíåíèÿ â àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ. Áóëåâû àëãåáðû íàçâàíû òàê ïî èìåíè àíãëèéñêîãî ìàòå-
ìàòèêà Äæîðäæà Áóëÿ, 1815-1864.

Áóëåâà àëãåáðà (A,∨,∧) ýòî ðåøåòêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

à. Îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó: â A åñòü ýëåìåíò 0 òàêîé, ÷òî x ∧ 0 = 0.

á. Îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó: â A åñòü ýëåìåíò 1 òàêîé, ÷òî x ∨ 1 = 1.

â. Äèñòðèáóòèâíîñòü: (a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (a ∧ c)

ã. Ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíåíèé: äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò ¬x òàêîé, ÷òî x ∧ ¬x = 0,
x ∨ ¬x = 1.

Çàäà÷à 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî 0, 1, ¬x îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé ðåøåòêè íà A.
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Çàäà÷à 2.6. Äîêàæèòå, ÷òî ¬0 = 1, ¬1 = 0.

Çàäà÷à 2.7. Äîêàæèòå çàêîíû äå Ìîðãàíà: ¬(a ∨ b) = (¬a) ∧ (¬b), ¬(a ∧ b) = (¬a) ∨ (¬b).

Çàäà÷à 2.8. (äâîéñòâåííîñòü áóëåâûõ àëãåáð) Äàíà áóëåâà àëãåáðà (A,∨,∧). Ðàññìîòðèì îïå-
ðàöèè ∨1 := ∧, ∧1 := ∨. Äîêàæèòå, ÷òî (A,∧,∨) ýòî òîæå áóëåâà àëãåáðà.

Çàäà÷à 2.9. Ïîñòðîéòå áóëåâó àëãåáðó èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 2.10. Ïóñòü R (êîììóòàòèâíîå) êîëüöî, à V ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ (ýëåìåíòîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ a2 = a). Ðàññìîòðèì îïåðàöèè e∨ f = e+ f − ef , e∧ f = ef . Äîêàæèòå, ÷òî
ýòî áóëåâà àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü â áóëåâîé àëãåáðå çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå
a4b := (a ∨ b) ∧ ¬( ∧ b)

Çàäà÷à 2.11 (!). à. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü àññîöèàòèâíà.

á. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ∧ äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè.

â. Äîêàæèòå, ÷òî (A,∧,4) ýòî êîëüöî (ðîëü ñëîæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ 4, ðîëü óìíîæåíèÿ -
∧).

ã. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïîëó÷åííîãî êîëüöà ñóòü èäåìïîòåíòû

Çàäà÷à 2.12 (!). Äàíî êîììóòàòèâíîå êîëüöî R íàä Z/2Z, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü èäåì-
ïîòåíòû. Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó áóëåâîé àëãåáðû íà ìíîæåñòâå èäåìïîòåíòîâ, îïðåäåëåííóþ
â çàäà÷å ??. Äîêàæèòå, ÷òî R ïîëó÷àåòñÿ âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì èç ýòîé áóëåâîé àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Èäåàëîì áóëåâîé àëãåáðû íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
∨ ïîäìíîæåñòâî I ⊂ A, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò a ∧ i ∈ I äëÿ ëþáîãî a ∈ A, i ∈ I.

Çàäà÷à 2.13. Äàíà áóëåâà àëãåáðà A, ó êîòîðîé áîëüøå äâóõ ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â A
åñòü íåòðèâèàëüíûé èäåàë.

Çàäà÷à 2.14 (!). Ïóñòü (A,∧,∨) áóëåâà àëãåáðà, à I ⊂ A èäåàë. Îïðåäåëèì òàêîå ñîîòíîøå-
íèå: a ∼I b, åñëè a4b ∈ I. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
îïåðàöèè ∧ è ∨ ñîõðàíÿþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, è èíäóöèðóþò íà ìíîæåñòå A′ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðóêòóðó áóëåâîé àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Â ýòèõ óñëîâèÿõ A′ íàçûâàåòñÿ ôàêòîðàëãåáðîé, è îáîçíà÷àåòñÿ A/I.
Èäåàë íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè ôàêòîð ïî íåìó - áóëåâà àëãåáðà èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 2.15 (*). Äàí íåòðèâèàëüíûé èäåàë áóëåâîé àëãåáðû. Äîêàæèòå, ÷òî îí ñîäåðæèòñÿ
â ìàêñèìàëüíîì.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïðåäñòàâëåíèåì, èëè æå èíúåêòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì áóëåâîé
àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì A−→ 2S, îïðåäåëåííûé äëÿ êàêîãî-òî ìíî-
æåñòâà S. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé àëãåáðû åñòü ðåàëèçàöèÿ åå â êà÷åñòâå ïîäàë-
ãåáðû ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 2.16 (*). à. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà àëãåáðà äîïóñêàåò èíúåêòèâíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå.

á. Äàíà êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â íåé 2n ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îíà
èçîìîðôíà àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ S, ãäå S êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ.
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2.2. Âíåøíÿÿ ìåðà

Âïëîòü äî îêîí÷àíèÿ ýòîãî ëèñòêà, S ýòî ìíîæåñòâî, à U ⊂ 2S êîëüöî ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæà-
ùåå S (òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ, èëè æå ïîäàëãåáðîé ïîäìíî-
æåñòâ â 2S). Ðàññìîòðèì 2S êàê áóëåâó àëãåáðó, ñ îïåðàöèÿìè ∨ = ∪ è ∧ = ∩. Î÷åâèäíî, U

ýòî áóëåâà ïîäàëãåáðà 2S

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ µ : U−→ R ∪ {∞}. Íà ìíîæåñòâå R ∪ {∞} îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî x+∞ =∞ è ∞+∞ =∞.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ôóíêöèÿ µ : U−→ R ∪ {∞} íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðîé,
åñëè äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ A,B ∈ U, µ(A

∐
B) = µ(A) + µ(B). Ìåðà íàçûâàåòñÿ

íåîòðèöàòåëüíîé, åñëè ê òîìó æå µ(A) ≥ 0, äëÿ ëþáîãî A.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïóñòü X ⊂ S ëþáîå ïîäìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì
âíåøíþþ ìåðó µ∗(X) êàê

µ∗(X) := inf
{Ai}

∑
µ(Ai)

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñ÷åòíûì íàáîðàì {Ai} ⊂ U, ïîêðûâàþùèì X. Ìû ãîâîðèì, ÷òî
X ìíîæåñòâî ìåðû 0, åñëè µ∗(X) = 0. Ìû ãîâîðèì, ÷òî µ σ-àääèòèâíà, åñëè µ∗(A) = µ(A)
äëÿ ëþáîãî A ∈ U.

Çàäà÷à 2.17. Äîêàæèòå, ÷òî µ∗(A ∪B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B).

Çàäà÷à 2.18 (*). Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà âíåøíÿÿ ìåðà íåàääèòèâíà (òî åñòü íå óäîâëå-
òâîðÿåò µ∗(A

∐
B) = µ∗(A) + µ∗(B)).

Çàäà÷à 2.19 (!). Ïóñòü A ìíîæåñòâî ìåðû íóëü. Äîêàæèòå, ÷òî µ∗(A ∪ B) = µ∗(B\A) =
µ∗(B).

Çàäà÷à 2.20 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìåðû íóëü èìååò ìåðó íóëü

Çàäà÷à 2.21. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü îáðàçóþò áóëåâ èäåàë â áóëåâîé àëãåáðå
2S.

Çàäà÷à 2.22 (*). Ïóñòü U ⊂ 2S àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ èíòåðâàëàìè íà îòðåçêå èëè íà ïðÿ-
ìîé, ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîíòèíóàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ìåðû íóëü.

Çàäà÷à 2.23. Çàäàí äèôôåîìîðôèçì èç îòðåçêà â îòðåçîê, ãëàäêèé, â òîì ÷èñëå, è íà êîíöàõ
îòðåçêà. Äîêàæèòå, ÷òî îí ïåðåâîäèò ìíîæåñòâà ìåðû íóëü â ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.

Çàäà÷à 2.24. Çàäàí äèôôåîìîðôèçì èç èíòåðâàëà â ïðÿìóþ. Äîêàæèòå, ÷òî îí ïåðåâîäèò
ìíîæåñòâà ìåðû íóëü â ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.

2.3. Èçìåðèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ìåðû íóëü êàê áóëåâ èäåàë â áóëåâîé àëãåáðå 2S.
Åñëè äëÿ A,B ⊂ S èìååò ìåñòî µ∗(A4B) = 0, ìû ãîâîðèì A è B ñîâïàäàþò ïî÷òè âñþäó.

Ôàêòîðàëãåáðà ïî èäåàëó ìíîæåñòâ ìåðû íîëü íàçûâàåòñÿ àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ S ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîäìíîæåñòâ ìåðû íóëü. Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ëèñòêà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòó àëãåáðó êàê 2S/ ∼.
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Çàäà÷à 2.25. Çàôèêñèðóåì x ∈ S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {x} ∈ U. Ïóñòü ìåðà ïîäìíîæåñòâà
X ⊂ S çàäàåòñÿ µ(X) = 1 åñëè x ∈ X è µ(X) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàéäèòå U/ ∼.

Çàäà÷à 2.26 (!). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ d : 2S×2S −→ R êàê d(A,B) := µ∗(A4B). Äîêàæèòå,
÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà: d(A,B) ≤ d(A,C) + d(B,C).

Çàäà÷à 2.27 (!). Ïóñòü µ∗(A14A2) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî µ∗(A14B) = µ∗(A24B), äëÿ ëþáîãî
B ∈ 2S.

Çàìå÷àíèå. Èç ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ d(A,B) = µ∗(A4B) êîððåêòíî îïðåäåëåíà
íà ìíîæåñòâå 2S/ ∼.

Çàäà÷à 2.28. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ d(A,B) = µ∗(A4B) çàäàåò ìåòðèêó íà 2S/ ∼.

Çàäà÷à 2.29 (!). Ðàññìîòðèì ïîïîëíåíèå 2S/ ∼ îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè. Äîêàæèòå, ÷òî
ýòî òîæå áóëåâà àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïóñòü {Xi} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ â S. Îáðàòíûé ïðåäåë
{Xi} ýòî ìíîæåñòâî

lim
←
{Xi} :=

⋃
i

(∩j>iXj)

Çàäà÷à 2.30. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòíûé ïðåäåë íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Xi} (ò.å., åñëè ìû ïåðåñòàâèì Xi, îáðàòíûé ïðåäåë íå èçìåíèòñÿ).

Çàäà÷à 2.31. Ïóñòü A ∈ 2S è {Xi} ⊂ 2S, à d(A,Xi) = λi. Äîêàæèòå, ÷òî

d(A, lim
←
{Xi}) ≤

∑
λi.

Çàäà÷à 2.32 (!). Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {Xi} â 2S/ ∼. Äîêàæèòå, ÷òî îíà
ñõîäèòñÿ ê lim

←
{Xi}.

Óêàçàíèå. Çàìåíèâ {Xi} íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äîáåéòåñü òîãî, ÷òîáû

d(Xi, Xj) < 2−min(i,j).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, óáåäèòåñü, ÷òî

d(Xi, lim←
{Xi}) ≤

1

2i−1
.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ìíîæåñòâî X ⊂ S íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñëè îíî ëåæèò â ïîïîë-
íåíèè U/ ∼ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, îïðåäåëåííîé âûøå

Çàäà÷à 2.33 (!). Äîêàæèòå, ÷òî èçìåðèìûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò ïîäàëãåáðó â 2S.

Çàäà÷à 2.34 (**). Âîñïîëüçîâàâøèñü àêñèîìîé âûáîðà, ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèçìåðèìîãî
ïîäìíîæåñòâà â [0, 1] (ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé)

Çàäà÷à 2.35 (!). (òåîðåìà Ëåáåãà) Äîêàæèòå, ÷òî íà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ ôóíêöèÿ µ∗

êîíå÷íî àääèòèâíà (óäîâëåòâîðÿåò µ∗(A
∐
B) = µ∗(A) + µ∗(B)).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî àëãåáðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì
U/(∼ ∩U), à òàì µ àääèòèâíà.
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Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü µ σ-àääèòèâíà. Â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ µ∗ íà àëãåáðå èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ. Ìû îáîçíà÷àåì åå çà µ.

Çàäà÷à 2.36 (!). Ïóñòü {Ai} ⊂ U ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ,
òàêàÿ, ÷òî ðÿä

∑
µ(Ai) ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå

⋃
Ai èçìåðèìî.

Çàäà÷à 2.37 (!). Äîêàæèòå, ÷òî íà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ ôóíêöèÿ µ∗ ñ÷åòíî àääèòèâíà,
òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò µ(

∐
Xi) =

∑
µ(Xi)

2.4. Ìåðà Ëåáåãà

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ïóñòü W ⊂ S - àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ. W íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè
îíà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé: äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîäìíîæåñòâ
{Xi} ⊂W, îáúåäèíåíèå

⋃
Xi ïðèíàäëåæèò W.

Çàäà÷à 2.38 (!). Ïóñòü U ⊂ 2S - àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ, ñíàáæåííàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé è
íåîòðèöàòåëüíîé ìåðîé µ : U−→ R ∪ {∞}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(S) < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî
àëãåáðà èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ìåðîé íà σ-àëãåáðå W ⊂ S íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ, íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ W−→ R ∪ {∞}.

Çàäà÷à 2.39 (*). Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîíå÷íî-àääèòèâíîé, íî íå ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðû.
Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà ñ÷åòíî-àääèòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ∗(A) = µ(A) äëÿ ëþáîãî
A ∈W.1

Çàäà÷à 2.40 (!). Ïóñòü S1, S2 ìíîæåñòâà, ñíàáæåííûå àëãåáðàìè

Ui ⊂ 2Si , i = 1, 2

è êîíå÷íî-àääèòèâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ìåðîé

µi : Ui −→ R ∪ {∞}.

Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó U1 × U2 â 2S1×S2 , ïîðîæäåííóþ ïîäìíîæåñòâàìè âèäà A1 × A2, ãäå
Ai ∈ Ui. Íà êàæäîì òàêîì ïîäìíîæåñòâå îïðåäåëèì

µ(A1 × A2) := µ1(A1)µ2(A2).

à. Äîêàæèòå, ÷òî µ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî êîíå÷íî-àääèòèâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ìåðû íà
êîëüöå U1 × U2.

á. [**] Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðîäîëæåíèå σ-àääèòèâíî, åñëè µi σ-àääèòèâíû.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó U ⊂ 2Rn
, ïîðîæäåííóþ îòêðûòûìè ìíîæåñòâà-

ìè âèäà I1×I2× ...In, ãäå Ik - îòðåçêè, èíòåðâàëû èëè ïîëóèíòåðâàëû. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó
àëãåáðó ìíîæåñòâ àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ïàðàëëåëåïèïåäàìè. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ

µ(I1 × I2 × ...In)−→
∏
|Ik|

äî êîíå÷íî-àääèòèâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ìåðû µ íà U. Ïóñòü M îáîçíà÷àåò ïîïîëíåíèå U

îòíîñèòåëüíî d(A,B) := µ∗(A4B), ò.å. ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ U

è µ. Ýëåìåíòû M íàçûâàþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Ëåáåãó, à ïðîäîëæåíèå µ∗ íà M - ìåðîé
Ëåáåãà.

1Èíà÷å ãîâîðÿ, ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî σ-àääèòèâíîñòü
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Çàäà÷à 2.41 (!). à. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà Ëåáåãà σ-àääèòèâíà íà àëãåáðå, ïîðîæäåííîé ïà-
ðàëëåëåïèïåäàìè.

á. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn èçìåðèìî.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Ïóñòü M òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì σ-àëãåáðó, ïîðîæ-
äåííóþ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Åå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ áîðåëåâñêèìè ïîäìíîæåñòâà-
ìè M .

Çàäà÷à 2.42 (!). Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêèå ïîäìíîæåñòâà â Rn èçìåðèìû ïî Ëåáåãó.

Çàäà÷à 2.43 (!). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn íàéäåòñÿ áîðå-
ëåâñêîå ìíîæåñòâî B ⊂ Rn, òàêîå, ÷òî µ(B4A) = 0.

Çàäà÷à 2.44 (*). Ïóñòü V ⊂ B ⊂ Rn îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî îòêðûòîãî øàðà. Äîêàæè-
òå, ÷òî V èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ∗(V ) + µ∗(B\V ) = µ(B)
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