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3.1. Èçìåðèìûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü äàíî ïðîñòðàíñòâîM ñ çàäàííîé íà íåì σ-àëãåáðîé U. Ìû ãîâîðèì,
÷òî ïîäìíîæåñòâî M èçìåðèìî, åñëè îíî ëåæèò â U.

Ïóñòü - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ - ýòî ñèãìà-àëãåáðà,
ïîðîæäåííàÿ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Áîðåëþ,
åñëè îíî ëåæèò â ýòîé àëãåáðå, òî åñòü ïîëó÷åíî ñ÷åòíûìè îáúåäèíåíèÿìè è ïåðåñå÷åíèÿìè
îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü M1, M2 - ïðîñòðàíñòâà ñ çàäàííûìè íà íèõ σ-àëãåáðàìè U1 è U2. Ôóíêöèÿ f :
M1 −→M2 íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè ïðîîáðàç êàæäîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà èçìåðèì,
òî åñòü f−1(U) ⊂ U1, äëÿ ëþáîãî U ⊂ U2.

Åñëè M - ïðîñòðàíñòâî ñ ñèãìà-àëãåáðîé, à f : M −→ R âåùåñòâåííî çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ,
ìû ãîâîðèì, ÷òî f èçìåðèìà, åñëè ïðîîáðàç èçìåðèìîãî ïî Áîðåëþ ìíîæåñòâà èçìåðèì.

Çàäà÷à 3.1. Ïóñòü M - ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé ìåðîé, à f : M −→ R íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî f èçìåðèìà.

Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü M ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííîé íà íåì σ-àëãåáðîé U, à f : M −→ R ïðîèç-
âîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû

à. f−1[a, b] èçìåðèìî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a, b]

á. f−1[a, b] èçìåðèìî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà ]a, b[

â. f−1[−∞, b] èçìåðèìî äëÿ ëþáîãî ëó÷à [−∞, b]

ã. Ôóíêöèÿ f èçìåðèìà

Çàäà÷à 3.3 (*). Ïóñòü M = Zp - ïðîñòðàíñòâî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, à U - àëãåáðà îò-
êðûòîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà M èçìåðèìà
îòíîñèòåëüíî U.

Çàäà÷à 3.4 (!). Ïóñòü
f1, f2 : M −→ R

íåêîòîðûå ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå ñ ñèãìà-àëãåáðîé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ôóíêöèè èçìåðèìû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ

f1 × f2 : M −→ R2

èçìåðèìà ïî îòíîøåíèþ ê áîðåëåâñêîé ñèãìà-àëãåáðå íà R2.

Çàäà÷à 3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå èçìåðèìûõ ôóíêöèé f1, f2 : M −→ R
èçìåðèìî.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé

Çàäà÷à 3.6 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà R ïî ìîùíîñòè áîëüøå
êîíòèíóóìà.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôóíêöèÿ f : M −→ R íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ çíà÷åíèé
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Çàäà÷à 3.7. à. Äîêàæèòå, ÷òî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f−1(a) èçìåðèìî äëÿ ëþáîãî a ∈ R.

á. [*] Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèçìåðèìîé (è íåñòóïåí÷àòîé) ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé ýòî âûïîë-
íÿåòñÿ

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü fi : M −→ R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî fi ðàâ-
íîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f : M −→ R, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N òàêîé, ÷òî |f − fi| < ε
ïðè i > N .

Çàäà÷à 3.8. Äëÿ ôóíêöèè f : M −→ R, îáîçíà÷èì çà fn ôóíêöèþ âèäà x−→ 1
n
[nf(x)], ãäå

[...] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü. Äîêàæèòå, ÷òî {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f .

Çàäà÷à 3.9 (!). Äàíà èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : M −→ R. Äîêàæèòå, ÷òî f åñòü ïðåäåë ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåí÷àòûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé

Çàäà÷à 3.10. Ïóñòü f ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé. Äîêàæèòå, ÷òî f èçìåðèìà.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìåðèìî. Ïðåäñòàâüòå
f−1(]−∞, c[) êàê îáúåäèíåíèå

⋃
f−1
i (]−∞, c− ε[, ãäå |f − fi| < ε.

Çàäà÷à 3.11. Ïóñòü fi : M −→ R íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë lim fi èçìåðèì (åñëè îí ñóùåñòâóåò).

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî f−1(]−∞, c[) = ∪f−1
i (]−∞, c[).

Çàäà÷à 3.12. Ïóñòü fi ñ÷åòíûé íàáîð èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè sup{fi}
è inf{fi} òàêæå èçìåðèìû.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìóì è ìèíèìóì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçìåðèìûõ ôóíêöèé èç-
ìåðèì. Çàòåì íàïèøèòå

inf
i
{fi} = lim

j −→∞
inf
i<j
{fi}

è âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 3.13 (!). Ïóñòü f ïðåäåë ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fi} èçìåðèìûõ
ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî f èçìåðèìà.

Óêàçàíèå. Ñâåäèòå çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà fi ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ñ ïîìîùüþ

lim fi = lim
i−→∞

sup
j>i
{fj}

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü fi : M −→ R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Ìû ãîâî-
ðèì, ÷òî {fi} ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê f , åñëó fi ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê f âíå ìíîæåñòâà
ìåðû 0.

Çàäà÷à 3.14 (!). Ïóñòü {fi} ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê f . Äîêàæèòå, ÷òî f èçìåðèìî.

Çàäà÷à 3.15 (*). (Òåîðåìà Åãîðîâà) Ïóñòü (M,µ) ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå σ-àëãåáðîé è
ìåðîé, à {fi : M −→ R} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê f .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(M) <∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Eε ⊂M ,
µ(Eε) ≤ ε, òàêîå, ÷òî {fi} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíå Eε ê f .
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3.2. Èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè

Ïóñòü f : M −→ R - ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, à {αi} ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèè. Çàïèøåì f â âèäå
f =

∑
αiχUi

, ãäå Ui := f−1(αi), à χUi
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Ui.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü M ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå σ-àëãåáðîé è ìåðîé µ, à f =
∑
αiχUi

ñòóïåí÷àòàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé èíòåãðèðóåìîé, åñ-
ëè ðÿä

∑
|αi|µ(Ui) ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 3.16 (!). Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðèðóåìûå ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè îáðàçóþò ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ïóñòü f - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî f ðàâíà íóëþ ïî÷òè
âåçäå, åñëè f = 0 âíå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü. Ìû ãîâîðèì, ÷òî èçìåðèìûå ôóíêöèè f è g
ýêâèâàëåíòíû, åñëè f − g ðàâíà íóëþ ïî÷òè âåçäå, Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèòñÿ, ÷òî f ðàâíî g
ïî÷òè âñþäó.

Çàìå÷àíèå. Â òåîðèè ìåðû ôóíêöèè, ýêâèâàëåíòíûå ïî÷òè âñþäó ôóíêöèè îòîæäåñòâëÿþò-
ñÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîíÿòíî, î ÷åì ðå÷ü, ìû íå áóäåì ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòü ýòîãî

Çàäà÷à 3.17 (!). Ðàññìîòðèì òàêóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòðàíñòâå èíòåãðèðóåìûõ ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé:

|f |1 :=
∑
|αi|µ(Ui).

Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ - íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñòóïåí÷àòûõ
èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 3.18. Ïóñòü f èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà R, à {fi} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ê f . Âñåãäà ëè {fi} áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè îòíîñè-
òåëüíî ìåòðèêè, çàäàííîé íîðìîé | · |1?

Çàäà÷à 3.19. Ïóñòü f èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà R, à {fi} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé, òàêàÿ, ÷òî {fi} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè îòíîñèòåëüíî | · |1, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê
f . Âåðíî ëè, ÷òî {fi} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f?

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïóñòü f ôóíêöèÿ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Ìû ãîâîðèì, ÷òî
f ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, åñëè f = 0 âíå êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà M .

Çàäà÷à 3.20 (!). Ïóñòü f - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà Rn.

à. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé {fi}, îïðåäåëåííóþ â Çàäà÷å ??.
Äîêàæèòå, ÷òî {fi} ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, çàäàííîé íîð-
ìîé | · |1.

á. Ïóñòü {fi} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ñ íîñèòåëåì â êîìïàêòíîì ìíî-
æåñòâåK, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f . Äîêàæèòå, ÷òî {fi} ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, çàäàííîé íîðìîé | · |1.

Çàäà÷à 3.21 (*). Ïóñòü M ïðîñòðàíñòâî ñ σ-àëãåáðîé, íàäåëåííîå ìåðîé µ òàêîé, ÷òî M =⋃
Ui, ãäå U0 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ ... èçìåðèìûå ìíîæåñòà êîíå÷íîé ìåðû. Ïóñòü çàäàíà èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ f : M −→ R. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gi} ñòóïåí÷àòûõ èç-
ìåðèìûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f , ïðè÷åì {gi} ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè îòíîñèòåëüíî | · |1.
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Óêàçàíèå. Ïóñòü ìåðà Ui\Ui−1 ðàâíà ai, à fi ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ èç f êàê â
Çàäà÷å ??. Ïîëîæèì gk íà Ul\Ul−1 ðàâíûì f2l[kal]+1. Äîêàæèòå, ÷òî {gi} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
ê f , è lim |f − gi|1 = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èíòåãðèðóåìûõ èçìåðèìûõ ñòóïåí÷à-
òûõ ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f . Òîãäà f íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíê-
öèåé. Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ôóíêöèé (îïðåäåëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâåíñòâà ïî÷òè âñþäó)
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì L1-èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, è îáîçíà÷àåòñÿ L1(M).

Çàäà÷à 3.22. Ïóñòü M ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé òàêîå, ÷òî µ(M) < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ
èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà M èíòåãðèðóåìà.

Çàäà÷à 3.23 (!). Ïóñòü {fi}, {gi} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, ðàâíî-

ìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ê îäíîé è òîé æå ôóíêöèè h. Äîêàæèòå, ÷òî lim

∣∣∣∣fi∣∣A −gi∣∣A ∣∣∣∣
1

= 0 íà êàæäîì

èçìåðèìîì ïîäìíîæåñòâå A ⊂ M êîíå÷íîé ìåðû. Äîêàæèòå, ÷òî h îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè {fi}.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîé ñèòóàöèè ìû ãîâîðèì, ÷òî h åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fi

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ïóñòü f - ñòóïåí÷àòàÿ èçìåðèìàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, f =
∑
αiχUi

.
Èíòåãðàë f ýòî ÷èñëî ∫

M

fµ :=
∑

αiµ(Ui).

Çàäà÷à 3.24. Ïóñòü {fi} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èíòåãðèðóåìûõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.
Äîêàæèòå, ÷òî

∫
M
fiµ ñõîäèòñÿ

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ïóñòü f èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ êàê ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Êîøè {fi}. Îïðåäåëèì èíòåãðàë Ëåáåãà f êàê∫

fµ := lim

∫
M

fiµ.

Çàäà÷à 3.25. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë çàäàåò
íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 3.26. Ïóñòü f : M −→ R - íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî∫
fµ ≥ 0, è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè f = 0 ïî÷òè âñþäó.

Çàäà÷à 3.27. Ïóñòü f , g èçìåðèìûå ôóíêöèè, ïðè÷åì f ≥ |g|, à f èíòåãðèðóåìà. Äîêàæèòå,
÷òî g òàêæå èíòåãðèðóåìà, è

∫
fµ ≥

∫
gµ.

Çàäà÷à 3.28. Ïóñòü f : M −→ R èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî f
∣∣
M′

èíòåãðèðóå-
ìà, äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà M ′ ⊂M .

Çàäà÷à 3.29 (!). Ïóñòü f : M −→ R - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî f èíòåãðèðóå-
ìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðèðóåì |f |.

Îïðåäåëåíèå 3.11. ÏóñòüM - ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. σ-êîëüöî U ⊂ 2M íàM åñòü êîëüöî
ïîäìíîæåñòâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé. Çàðÿäîì, èëè îáîáùåííîé
ìåðîé íà U íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíàÿ) ôóíêöèÿ U−→ R.
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Òåîðèÿ Ìåðû 3: Èíòåãðèðîâàíèå

Çàäà÷à 3.30. Ïóñòü σ çàðÿä íà σ-êîëüöå U ⊂ 2M , à Ei ∈ U - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä

∑
σ(Ei) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 3.31 (*). (ðàçëîæåíèå Æîðäàíà) Îïðåäåëèì σ+(E) êàê ñóïðåìóì supF+⊂E σ(F+) ïî
âñåì èçìåðèìûì ïîäìíîæåñòâàì F+ ⊂ E, è σ−(E) êàê − infF−⊂E σ

′(F−). Äîêàæèòå, ÷òî σ+,
σ− - ýòî íåîòðèöàòåëüíûå ìåðû íà (M,U), è σ = σ+ − σ−.

Çàäà÷à 3.32 (*). (ðàçëîæåíèå Õàíà) Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî

sup
F+⊂E

σ(F+)

è
inf

F−⊂E
σ′(F−)

ðåàëèçóþòñÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ F− è F+. Áîëåå òîãî, ìîæíî âûáðàòü èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
F−
∐
F+ = E.
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