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Òåîðèÿ Ìåðû 4: Òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà è òåîðåìà Ôó-

áèíè

4.1. Ðàçëîæåíèå Õàíà

Îïðåäåëåíèå 4.1. Íàïîìíèì, ÷òî çàðÿäîì íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ íà σ-
àëãåáðå, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â R.

Çàäà÷à 4.1 (!). Ïóñòü ρ - çàðÿä íà ñèãìà-àëãåáðå U ⊂ 2S, à β := inf ρ(Bα), ãäå inf áåðåòñÿ ïî
âñåì Bα òàêèì, ÷òî ρ(Bα) < 0.

à. Äîêàæèòå, ÷òî β > −∞.

á. Ïóñòü E èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî ρ(E) ≤ β + ε. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
E ′ ⊂ S\E, ρ(E ′) ≥ −ε.

â. Ïóñòü E1, E2 èçìåðèìûå ìíîæåñòâà, ïðè÷åì ρ(Ei) ≤ β + εi. Äîêàæèòå, ÷òî ρ(E14E2) ≥
−ε1 − ε2. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ρ(E1 ∪ E2) ≤ β + ε1 + ε2 è ρ(E1 ∩ E2) ≤ β + ε1 + ε2.

ã. Ïóñòü Ei - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, òàêàÿ, ÷òî ρ(Ei) ≤ β + 1
2i . Äîêà-

æèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bj := ∪i>jEj îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.

ä. Â ýòèõ óñëîâèÿõ, ïîêàæèòå, ÷òî ρ(B) = β, ãäå B =
⋂
Bi.

Çàäà÷à 4.2. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îáîçíà÷èì S\B çà A. Äîêàæèòå, ÷òî ρ(V ) ≥ 0
äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî V ⊂ A.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Â ýòîé ñèòóàöèè ãîâîðèòñÿ, ÷òî çàðÿä ρ ïîëîæèòåëåí íà , îáîçíà÷àåòñÿ
ρ ≥ 0. ßñíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ρ

∣∣
A
ÿâëÿåòñÿ ìåðîé. Åñëè −ρ ïîëîæèòåëåí, ãîâîðèòñÿ, ÷òî ρ

îòðèöàòåëåí. Åñëè æå ρ(V ) = 0 äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî V ⊂ A, ãîâîðèòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî A
ρ-ïðåíåáðåæèìî.

Çàäà÷à 4.3 (!). Â óñëîâèÿõ Çàäà÷è ??, äîêàæèòå, ÷òî ρ îòðèöàòåëåí íà B, ïîëîæèòåëåí íà
A := S\B, è ðàçëîæåíèå S = A

∐
B îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ρ-ïðåíåáðåæèìîãî

ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Õàíà.

Çàäà÷à 4.4. Îáîçíà÷èì çà ρ+ ìåðó V −→ ρ(V ∩A) è çà ρ− ìåðó V −→ − ρ(V ∩B). Äîêàæè-
òå, ÷òî ρ = ρ+ − ρ−. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî çàðÿäà ρ, â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ρ+ = 0 íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå B1, ρ

− = 0 íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A1,
è A1 ∪B1 = S.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Æîðäàíà.

Çàäà÷à 4.5. Ïóñòü f èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé µ. Äîêàæèòå, ÷òî
ρ(A) :=

∫
A
fµ ýòî çàðÿä. Íàïèøèòå ðàçëîæåíèå Æîðäàíà è ðàçëîæåíèå Õàíà äëÿ ìåðû ρ.
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4.2. Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü S - ïðîñòðàíñòâî ñ ñèãìà-àëãåáðîé, à µ è ν äâå ìåðû. Ìû ãîâî-
ðèì, ÷òî ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ (îáîçíà÷àåòñÿ ν � µ) åñëè äëÿ ëþáîãî
èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A, èç µ(A) = 0 ñëåäóåò ν(A) = 0.

Çàìå÷àíèå. Àëãåáðó èçìåðèìûõ (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâ íà Rn ìû ïðåäïîëàãàåì ôèêñèðîâàí-
íîé. Êîãäà ãîâîðèòñÿ î ìåðå íà Rn, âñåãäà ðå÷ü èäåò î ìåðå íà ýòîé àëãåáðå.

Çàäà÷à 4.6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåðû íà Rn, íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà

Çàäà÷à 4.7. Íàéäèòå áåñêîíå÷íûé íàáîð M ìåð íà Rn, òàêèõ, ÷òî íèêàêàÿ ìåðà µ ∈ M íå
ðàâîìåðíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî äðóãîé µ′ ∈M .

Çàäà÷à 4.8 (**). Íàéäèòå òàêîé íàáîð ìîùíîñòè áîëüøå êîíòèíóóìà.

Çàäà÷à 4.9. Ïóñòü µ ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå ñ ñèãìà-àëãåáðîé, à f - èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
ñî çíà÷åíèÿìè â R≥0. Îïðåäåëèì ìåðó fµ êàê A−→

∫
A
fµ. Äîêàæèòå, ÷òî fµ� µ.

Çàäà÷à 4.10 (!). Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå S ñ ñèãìà-àëãåáðîé çàäàíû ìåðû ν � µ, ïðè÷åì
ν(S) < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîé, ÷òî èç µ(V ) < ε âûòåêàåò
ν(V ) < δ.

Çàìå÷àíèå. Äîâîëüíî ÷àñòî ýòî ñâîéñòâî ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîé
íåïðåðûâíîñòè.

Çàäà÷à 4.11 (*). Íàéäèòå êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, â ñèòóàöèè, êî-
ãäà ν(S) =∞.

Çàäà÷à 4.12. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è ??, ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(S) < ∞ è ν(S) > 0. Ðàññìîòðèì
çàðÿä ν − εµ, ãäå ε > 0, è ïóñòü S = Aε

∐
Bε ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðàçëîæåíèå Õàíà.

à. Äîêàæèòå, ÷òî ν(Bε) ≤ εµ(S), è lim
ε−→ 0

ν(Bε) = 0.

á. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ν(Aε) >
1
2
ν(S) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ ε.

â. Äîêàæèòå, ÷òî µ(Aε) > 0 äëÿ êàêîãî-òî ε

Çàäà÷à 4.13 (!). Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå S ñ ñèãìà-àëãåáðîé çàäàíû ìåðû ν � µ, ïðè÷åì
0 < ν(S) <∞ è µ(S) <∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ñ µ(A) > 0,
è êàêîãî-òî ε > 0 çàðÿä ν − εµ ïîëîæèòåëåí íà A.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé

Çàäà÷à 4.14 (!). Ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ çàäà÷è ??, ãäå µ ìåðà Ëåáåãà íà
åäèí÷íîì êóáå S ⊂ Rn, à ν íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò ν � µ.

Çàäà÷à 4.15. Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå S ñ ñ ñèãìà-àëãåáðîé çàäàíû ìåðû ν � µ, ïðè÷åì µ(S) <
∞ è ν(S) < ∞. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f : S −→ R≥0 òàêèõ, ÷òî∫
E
fµ ≤ ν(E) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ S. Ïóñòü α åñòü ñóïðåìóì sup

f∈F

∫
S
fµ.

Äîêàæèòå, ÷òî α =
∫
S
ν, è ýòîò ñóïðåìóì ðåàëèçóåòñÿ äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f ∈ F .
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Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fi} ∈ F òàêèõ, ÷òî

lim
i

∫
S

fiµ = α.

Äîêàæèòå, ÷òî f := sup fi ýòî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ëåæàùàÿ â F è óäîâëåòâîðÿþùàÿ α =∫
S
fµ. Âîñïîëüçîâàâøèñü çàäà÷åé ??, íàéäèòå A, µ(A) > 0 è ε òàêèå, ÷òî ν ′ > εµ íà A, ãäå

ν ′ := ν − fµ. Ôóíêöèÿ f ′ := f + εχA ïðèíàäëåæèò F è óäîâëåòâîðÿåò
∫
S
f ′ >

∫
S
f .

Çàìå÷àíèå. Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ëèñòêà ïîëåçíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé. Ïóñòü
{fi} - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ èëè âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé,
îãðàíè÷åííàÿ ïî íîðìå | · |1. Òîãäà {fi} ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â ñìûñëå L1-òîïîëîãèè,
(òîïîëîãèè, çàäàííîé íîðìîé |·|1), è ñõîäèòñÿ (â ñìûñëå L1-òîïîëîãèè) ê ïîòî÷å÷íîìó ïðåäåëó
fi. Äîêàæèòå åå.

Çàäà÷à 4.16 (!). (òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà) Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå S ñ ñèãìà-àëãåáðîé çà-
äàíû ìåðû ν � µ, ïðè÷åì µ(S) < ∞ è ν(S) < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ f : S −→ R≥0 òàêàÿ, ÷òî ν = fµ.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, íàéäèòå èçìåðèìóþ ôóíêöèþ f ∈ F
òàêóþ, ÷òî

∫
S
fµ = ν(S). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî

∫
E
fµ = ν(E) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíî-

æåñòâà E.

Çàäà÷à 4.17 (*). Îïðåäåëèòå àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü äëÿ çàðÿäîâ. Ñôîðìóëèðóéòå è
äîêàæèòå òåîðåìó Ðàäîíà-Íèêîäèìà â òàêîé ñèòóàöèè.

4.3. Ïðÿìîé îáðàç ìåðû

Îïðåäåëåíèå 4.6. ÏóñòüM , N ïðîñòðàíñòâà ñ çàäàííûìè íà íèõ ñèãìà-àëãåáðàìè UM è UN ,
à f : M −→N - èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì ïðÿìîé îáðàç ìåðû f∗µ : UN −→ R
ïîñðåäñòâîì

f∗µ(Z) := µ(f−1(Z))).

Çàäà÷à 4.18. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå çàäàåò ìåðó íà N .

Çàäà÷à 4.19 (!). Ðàññìîòðèì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ f : I −→ I, è ïóñòü π : I × I −→ I
ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ìíîæèòåëü. Ðàññìîòðèì K ⊂ I × I ñîñòîÿùèé èç âñåõ

{x, y ∈ I × I | f(x) ≥ y}.

K ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îáëàñòü ïîä ãðàôèêîì f â I × I. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìåðà
ïðîèçâåäåíèÿ íà I × I σ-àääèòèâíà, äîêàæèòå, ÷òî K èçìåðèìî, à π∗µ = fµ, ãäå µ ýòî ìåðà
Ëåáåãà.

Îïðåäåëåíèå 4.7. ÏóñòüM , N òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, UM è UN àëãåáðû áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ, à f : M −→N - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü íà M çàäàíà ìåðà µ. Îïðåäåëèì
ïðÿìîé îáðàç ìåðû f∗µ : UN −→ R òàê:

f∗µ(Z) := µ(f−1(Z))).

Ïðÿìîé îáðàç ìåðû Ëåáåãà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ èç Rn

ïðîäîëæàåòñÿ äî ìåðû íà àëãåáðå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Ïîëó÷åííàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìûì îáðàçîì ìåðû Ëåáåãà.
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Çàäà÷à 4.20. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : M −→N îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ Rn òàêîãî, ÷òî ïðÿìîé îáðàç ìåðû Ëåáåãà íå àáñîëþòíî íåïðåðûâåí ïî îòíîøåíèþ
ê ìåðå Ëåáåãà íà N .

Çàäà÷à 4.21 (!). Ïóñòü L : Rn −→ Rn íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äîêàæèòå, ÷òî
L∗µ = | detL|µ.

Çàäà÷à 4.22 (*). Ïóñòü φ : [0, 1]−→ [0, 1]× [0, 1] - îòîáðàæåíèå Ïåàíî (íåïðåðûâíîå ñþðüåê-
òèâíîå îòîáðàæåíèå èç îòðåçêà â êâàäðàò, ïîñòðîåííîå â ëèñòêå Ãåîìåòðèÿ 8). Äîêàæèòå, ÷òî
φ∗µ = µ, ãäå µ ýòî ìåðà Ëåáåãà.

Çàäà÷à 4.23 (*). Ïóñòü (A, µA), (B, µB) ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé, à φ : A−→B, ψ : B −→ A
èíúåêòèâíûå èçìåðèìûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ψ∗µB = µA, φ∗µA = µB. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî îáðàç ψ è φ òàêæå èçìåðèì, è îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ (îïðåäåëåííûå íà îáðàçå)
èçìåðèìû. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü áèåêöèÿ ξ : A−→B, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ξ∗µA = µB.

Çàäà÷à 4.24 (*). Ïóñòü (A, µA), (B, µB) - åäèíè÷íûå êóáû â Rn è â Rm, ñ ìåðîé Ëåáåãà.
Ïîñòðîéòå èçìåðèìóþ áèåêöèþ ξ : A−→B, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ξ∗µA = µB, ξ

−1
∗ µB = µA.

4.4. Òåîðåìà Ôóáèíè

Îïðåäåëåíèå 4.8. Ïóñòü (X,µX) è (Y, µY ) ïðîñòðàíñòâà ñ σ-àëãåáðîé è ñ÷åòíî-àääèòèâíîé
ìåðîé. Íàïîìíèì, ÷òî öèëèíäðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âèäà A×B ⊂
X × Y , ãäå A è B èçìåðèìû â X, Y . Ðàññìîòðèì àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè
ïîäìíîæåñòâàìè â X ×Y , è ïîëîæèì µ(A×B) := µX(A)µY (B). Ïóñòü L(X ×Y ) - ïîïîëíåíèå
ýòîé àëãåáðû, ïî âíåøíåé ìåðå µ∗, ñâÿçàííîé ñ µ, îïðåäåëåííîå â ëèñòêå 2.

Çàäà÷à 4.25. Â ýòèõ óñëîâèÿõ, îáîçíà÷èì çà π : X × Y −→ Y åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Ðàñ-
ñìîòðèì èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X ×Y , è ïóñòü π∗µA := π∗(χAµ

∗) ïðÿìîé îáðàç ìåðû ñ
A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîé ìåðû (òàêèå
ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ σ-êîíå÷íûìè. Äîêàæèòå, ÷òî π∗µA àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíî-
ñèòåëüíî µY : π∗µA � µY

Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðàäîíà-Íèêîäèìà, π∗µA = fAµY , äëÿ êàêîé-òî èçìåðèìîé
ôóíêöèè fA íà Y .

Çàäà÷à 4.26. Ïóñòü A ⊂ X × Y - öèëèíäðè÷åñêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëåííîå â
âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ: A =

∐
Ai. Äîêàæèòå, ÷òî π∗(χAµ) =

∑
π∗(χAi

µ).
Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ìåðà µ íà X × Y σ-àääèòèâíà.

Çàìå÷àíèå. Èç ýòîãî ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî ìåðà Ëåáåãà îò åäèíè÷íîãî êóáà ðàâíà 1. Äîñåëå
ìû íå ìîãëè ýòîãî óòâåðæäàòü.

Çàäà÷à 4.27. Ïóñòü A ⊂ X × Y ìíîæåñòâî ìåðû íóëü. Äîêàæèòå, ÷òî fA = 0, ãäå fA -
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ âûøå

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî
∫
Y
fAµY =

∫
A
µ∗ = 0.

Çàäà÷à 4.28. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Ai ⊂ X × Y ,
ñõîäÿùàÿñÿ ê A ⊂ X × Y , à fAi

, fA - ôóíêöèè íà Y , ïîñòðîåííûå âûøå. Äîêàæèòå, ÷òî fAi

ñõîäèòñÿ ê fA â ìåòðèêå, çàäàííîé | · |1.
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Óêàçàíèå. Åñëè µ(B) = ε, òî
∫
Y
fBµY = ε.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Ïóñòü A ⊂ X × Y èçìåðèìî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fA íà Y (Çàìå÷àíèå
??). Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X × Y íàçûâàåòñÿ π-èçìåðèìûì, åñëè Ay := A ∩ π−1(y) ⊂ X × {y}
èçìåðèìî äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ Y (ò.å. âíå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü íà Y ), è µX(Ay) = fA(y) ïî÷òè
âåçäå.

Çàäà÷à 4.29 (!). Äîêàæèòå, ÷òî öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà π-èçìåðèìû. Äîêàæèòå, ÷òî êî-
íå÷íûå îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ π-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ π-èçìåðèìû. Äîêàæèòå, ÷òî ìíî-
æåñòâà ìåðû íóëü π-èçìåðèìû.

Îïðåäåëåíèå 4.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ {Ai} ⊂ S íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé,
åñëè Ai ⊂ Aj äëÿ âñåõ j > i, ëèáî Ai ⊃ Aj äëÿ âñåõ j > i. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðèòñÿ, ÷òî
{Ai} âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âî âòîðîì ñëó÷àå - óáûâàþùàÿ.

Çàäà÷à 4.30. à. Ïóñòü çàäàíà ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ai ⊂ X × Y π-èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y −→ µX(Aiy) ñõîäèòñÿ ê y −→ µX(Ay), ãäå A =

⋃
Ai

äëÿ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è A =
⋂
Ai äëÿ óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

á. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè π-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ
ñõîäèòñÿ ê π-èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó

Çàäà÷à 4.31 (!). Äîêàæèòå, ÷òî âñå èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà â X × Y π-èçìåðèìû.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû
íóëü, ïðèáëèæàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè âèäà

⋃
j

⋂
i>j Ai, ãäå âñå Ai - êîíå÷íûå îáú-

åäèíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ëþáîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü) ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìîíîòîííûõ ïðåäåëîâ èç π-èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 4.32 (*). Ïóñòü I åñòü åäèíè÷íûé èíòåðâàë, à φ : I −→ In îòîáðàæàåò ÷èñëî x ñ äåñÿ-
òè÷íîé çàïèñüþ 0, a1a2, ... â (x1, ...xn), ãäå xi çàïèñûâàåòñÿ â äåñÿòè÷íîì âèäå êàê 0, aiai+nai+2n....
Îáîçíà÷èì çà µI ìåðó Ëåáåãà íà I

n. Äîêàæèòå, ÷òî φ∗µI åñòü ìåðà Ëåáåãà íà êóáå I
n

Çàäà÷à 4.33 (!). (òåîðåìà Ôóáèíè) Ïóñòü φ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà X × Y , ñ ìåðîé,
çàäàííîé âûøå. Äëÿ y ∈ Y , ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå φ íà X×{y} êàê ôóíêöèþ φy : X −→ R.
Äîêàæèòå, ÷òî φy èçìåðèìî äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ Y , è∫

X×Y
fµ =

∫
Y

(∫
X

φyµX

)
µY .

Çàäà÷à 4.34 (*). Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèçìåðèìîé ôóíêöèè f : R−→ R, ãðàôèê êîòîðîé
èçìåðèì.

Çàäà÷à 4.35 (**). Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : R−→ R, ãðàôèê êîòîðîé íåèçìåðèì?
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