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5.1. Ìåðà Ëåáåãà è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü M , N - îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â Rn, à φ : M −→N - ãëàäêîå îòîáðà-
æåíèå. Äèôôåðåíöèàë Dφ : TxM −→ Tφ(x)N ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå Hom(TxM,Tφ(x)N). Ïîëü-
çóÿñü åâêëèäîâîé ìåòðèêîé íà TxM,Tφ(x)N , ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòðèêó íà Hom(TxM,Tφ(x)N)
(òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñ ìåòðèêîé íàäåëåíî åñòåñòâåííîé ìåòðèêîé). Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêà íà Hom(Tφ(x)N, TxM) è äðóãèõ ïîäîáíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Çàäà÷à 5.1. Çàôèêñèðóåì êîíñòàíòó C. Ïóñòü çàäàíî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå φ : M −→N îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Rn, ïðè÷åì äèôôåðåíöèàë Dφ : TxM −→ Tφ(x)N óäîâëåòâîðÿåò |Dφ| <
C ïî îòíîøåíèþ ê åñòåñòâåííîé åâêëèäîâîé ìåòðèêå | · | íà ïðîñòðàíñòâå Hom(TxM,Tφ(x)N).
Äîêàæèòå, ÷òî Cd(x, y) ≥ d(φ(x), φ(y)), ãäå d åñòü åñòåñòâåííàÿ (åâêëèäîâà) ìåòðè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà íà Rn.

Çàäà÷à 5.2 (*). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îáîçíà÷èì çà µ ìåðó Ëåáåãà, è ïóñòü µ∗

ñîîòâåòñòâóþùàÿ âíåøíÿÿ ìåðà. Äîêàæèòå, ÷òî µ∗(φ(A)) ≤ Cnµ(A), äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî
ìíîæåñòâà A.

Çàäà÷à 5.3 (!). Â óñëîâèÿõ çàäà÷è ??, ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ áèåêòèâíî, è Dφ âñþäó íåâû-
ðîæäåí. Äîêàæèòå, ÷òî φ−1 èçìåðèìî, è, áîëåå òîãî, φ−1

∗ µ ≤ Cnµ.

Çàäà÷à 5.4. Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî φ−1
∗ µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî µ.

Ïî òåîðåìå Ðàäîíà-Íèêîäèìà, φ−1
∗ µ = fµ, ãäå f èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Íàéòè f äëÿ îáðàòèìîãî

ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ ∈ GL(n,R).

Çàäà÷à 5.5. Ïóñòü çàäàíî ãëàäêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå φ : M −→N îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ Rn. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé íàM è N , îòîæäåñòâèì êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà
TxM,Tφ(x)N . Îáîçíà÷èì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id ∈ Hom(TxM,Tφ(x)N) çà I. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî |Dφ− I| < ε (ò.å. Dφ áëèçîê ê òîæäåñòâåííîìó).

à. Äîêàæèòå, ÷òî |Dφ| < 1 + ε è |Dφ−1| < 1
1−ε .

á. Äîêàæèòå, ÷òî
1

(1− ε)n
µ ≤ φ−1

∗ µ ≤ (1 + ε)nµ

â. Ïîëüçóÿñü Çàäà÷åé ?? è òåîðåìîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà, çàïèøåì φ−1
∗ µ = fµ, ãäå f - èçìå-

ðèìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âíå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü

1

(1− ε)n
≤ f ≤ (1 + ε)n.

Çàäà÷à 5.6 (!). Ïóñòü çàäàíî ãëàäêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå φ : M −→N îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ Rn. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé íà M è N , îòîæäåñòâèì êàñàòåëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà TxM,Tφ(x)N . Ïî òåîðåìå Ðàäîíà-Íèêîäèìà, çàïèøåì φ−1

∗ µ = fµ, ãäå f - èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âíå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, f = det(Dφ).

Çàäà÷à 5.7. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îáîçíà÷èì çà V olN åäèíè÷íîå ñå÷åíèå äåòåðìè-
íàíòíîãî ðàññëîåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, V olN åñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ n-ôîðìà íà N , êîòîðàÿ
â åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ x1, ...xn íà N ⊂ Rn çàïèñûâàåòñÿ â âèäå dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn. Äî-
êàæèòå, ÷òî φ−1

∗ µ = φ∗µ, ãäå φ∗µ åñòü îáðàòíûé îáðàç äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.
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Çàäà÷à 5.8. Ïóñòü (N,ω) - n-ìíîãîîáðàçèå ñ çàäàííîé íà íåì n-ôîðìîé ω, à φ : M −→N
îáðàòèìàÿ ãëàäêàÿ áèåêöèÿ èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊂ Rn â N . Îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ
äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó íà M çà detM . Çàïèøåì φ∗(ω) â âèäå f detM .

à. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) = det(Dφ
∣∣
x
).

á. Ðàññìîòðèì ìåðó |f |φ∗µ íàN . Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ìåðà íå çàâèñèò îò âûáîðà îòîáðàæåíèÿ
φ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü (N,ω) - îðèåíòèðîâàííîå n-ìíîãîîáðàçèå ñ çàäàííîé íà íåì ïîëî-
æèòåëüíîé n-ôîðìîé ω, φi : Ui −→N íåêîòîðûé àòëàñ, ãäå Ui ðåàëèçîâàíû êàê îòêðûòûå
ïîäìíîæåñòâà â Rn, à ui : N −→ R ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó àòëàñó ðàçáèåíèå åäèíèöû. Çà-
ïèøåì îáðàòíûé îáðàç ôîðìû uiω â âèäå fi detUi

= φ∗i (uiω). Îïðåäåëèì ìåðó µω íà N òàêîì
îáðàçîì:

µω =
∑
i

|fi|φ∗µ

Ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ ìåðîé, ñâÿçàííîé ñ ôîðìîé ω. Ðàññëîåíèå Λn(M) n-ôîðì íà n-
ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì ôîðì îáúåìà.

Çàäà÷à 5.9 (*). Ïóñòü (N,ω) - n-ìíîãîîáðàçèå ñ çàäàííîé íà íåì n-ôîðìîé ω. Äîêàæèòå,
÷òî ìåðà µω êîððåêòíî îïðåäåëåíà è íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ åäèíèöû è àòëàñà íà N .

5.2. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè

Çàäà÷à 5.10. Ïóñòü M îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, à ω ∈ Λn(M) ôîðìà îáúåìà (íå îáÿ-
çàòåëüíî ïîëîæèòåëüíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ). Ïðåäñòàâèì ω â âèäå ω = ω1 − ω2, ãäå ω1 è ω2

ïîëîæèòåëüíûå è íåâûðîæäåííûå ôîðìû. Äîêàæèòå, ÷òî çàðÿä

µω := µω1 − µω2

íå çàâèñèò îò âûáîðà ω1, ω2.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Â òàêîé ñèòóàöèè
∫
M
µω îáîçíà÷àåòñÿ êàê

∫
M
ω è íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì

äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω ïî ìíîãîîáðàçèþ M

Çàäà÷à 5.11. Ïóñòü φ : −→M - äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ M . Äîêàæèòå, ÷òî
∫
M
ω =∫

M
φ∗ω äëÿ ëþáîé ôîðìû îáúåìà ω.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü φt - îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîá-
ðàçèÿ M , òàêîå, ÷òî dφt

dt

∣∣
t=0

= ~X, ãäå ~X - âåêòîðíîå ïîëå. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè äèôôåðåíöèàëüíîé

ôîðìû ν âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ ~X îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Lie ~X ν :=
dφt
dt

∣∣
t=0
φ∗tν.

Çàäà÷à 5.12. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè Lie ~X f ôóíêöèè (ðàññìîòðåííîé êàê 0-ôîðìà)

ðàâíà åå ïðîèçâîäíîé âäîëü ~X.

Çàäà÷à 5.13. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

Lie ~X(ν ∧ η) = Lie ~X ν ∧ η + ν ∧ Lie ~X η
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Çàäà÷à 5.14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèàëîì äå Ðàìà:

Lie ~X dη = d(Lie ~X η).

Çàäà÷à 5.15 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíóþ Ëè ìîæíî çàïèñàòü òàê

Lie ~X ν = dν y ~X − d(ν y ~X), (1)

ãäå η y ~X ýòî ïîäñòàíîâêà â η âåêòîðíîãî ïîëÿ ~X.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì Ëåéáíèöà, äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëó (??) äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü äëÿ ôóíêöèé è çàìêíóòûõ 1-ôîðì (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(??) óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëó Ëåéáíèöà). Èç ëåììû Ïóàíêàðå è òîæäåñòâà Lie ~X dη = d(Lie ~X η)
âûâåäèòå, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ ôóíêöèé. Äëÿ ôóíêöèé âîñïîëüçóéòåñü îïðåäåëåíè-
åì äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà.

Çàìå÷àíèå. Èç ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè íå çàâèñèò îò âûáîðà îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ïîòîêà äèôôåîìîðôèçìîâ φt.

Çàäà÷à 5.16 (!). Ïóñòü M êîìïàêòíîå n-ìíîãîîáðàçèå

à. Äîêàæèòå, ÷òî
∫
d(ω y ~X) = 0 äëÿ ëþáîé ôîðìû îáúåìà ω è ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ~X.

á. Äîêàæèòå, ÷òî
∫
dη = 0 äëÿ ëþáîé n− 1-ôîðìû η.

5.3. Ãëàäêèå ìåðû

Îïðåäåëåíèå 5.4. ÏóñòüM åñòü îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå ñ ìåðîé µω, îïðåäåëåííîé êàê
âûøå, èñõîäÿ èç íèãäå íåâûðîæäåííîé ãëàäêîé ôîðìû îáúåìà ω. Òàêàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ ìå-
ðîé Ëåáåãà íà ìíîãîîáðàçèè. L1-òîïîëîãèÿ íà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèÿõ çàäàåòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì íîðìû |f |1 −→

∫
M
|f |µ.

Çàäà÷à 5.17. ÏóñòüM - êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ìåðîé µω. Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêèå ôóíê-
öèè íà èíòåãðèðóåìû. Äîêàæèòå, ÷òî L1-òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå C

∞(M) ãëàäêèõ ôóíêöèé
íå çàâèñèò îò âûáîðà ôîðìû îáúåìà ω.

Çàäà÷à 5.18 (*). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêèå ôóíêöèè ïëîòíû
â ïðîñòðàíñòâå L1(M) èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íà M ñ L1-òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à 5.19 (*). Ïóñòü çàäàí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ν íà ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ñòó-
ïåí÷àòûõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî ν íåïðåðûâåí â L1-òîïîëîãèè òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäå ν ïîëó÷àåòñÿ èç çàðÿäà µ íà M êàê ν(f) =

∫
M
fµ.

Çàäà÷à 5.20 (*). Ïóñòü M ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, à (C∞(M), L1) ïðîñòðàíñòâî
ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ñ L1-òîïîëîãèåé. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî çàðÿäîâ íàM ýòî (C∞(M), L1)

∗

Îïðåäåëåíèå 5.5. Çàðÿä µ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ C1-ãëàäêèì, åñëè äëÿ
ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ~X ∈ TM , ôóíêöèîíàë

f −→
∫

~X(f)µ
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çàäàííûé íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, íåïðåðûâåí â L1-òîïîëîãèè. Â ýòîé
ñèòóàöèè

f −→
∫

~X(f)µ

ýòî îïÿòü çàðÿä, êàê ïîêàçûâàåò ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à. Çàðÿä íàçûâàåòñÿ Ck-ãëàäêèì, åñëè äëÿ
ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ~X ∈ TM , çàðÿä

f −→
∫

~X(f)µ

Ck-ãëàäêèé. Çàðÿä íàçûâàåòñÿ C∞-ãëàäêèì, åñëè îí Ck-ãëàäêèé, äëÿ ëþáîãî k.

Çàäà÷à 5.21 (!). Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôîðìà îáúåìà ω íà êîìïàêòíîì ìíî-
ãîîáðçèè M . Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà µω ãëàäêàÿ.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ∫
~X(f)µω = −

∫
fµLie ~X

ω.

Çàäà÷à 5.22 (**). Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ìåðà µ íà îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè. Äîêàæèòå,
÷òî µ = µω äëÿ êàêîé-òî íåîòðèöàòåëüíîé ôîðìû ω.
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