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6.1. Ìåðà è îáúåì

Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ëèñòà, M åñòü õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à C - ìíîæå-
ñòâî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ M .

Îïðåäåëåíèå 6.1. àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà M íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðà S, ïî-
ðîæäåííàÿ C. Ìåðà Áîðåëÿ - ýòî ìåðà íà (M,S).

Çàäà÷à 6.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ëîêàëüíî êîìïàêòíîå è èìååò ñ÷åòíóþ áàçó îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî S - σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

Çàäà÷à 6.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â M ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
êàê ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå êîìïàêòîâ (â òàêîé ñèòóàöèè, ãîâîðèòñÿ, ÷òî M σ-êîìïàêòíî).
Äîêàæèòå, ÷òî S - σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

Çàäà÷à 6.3. à. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñâÿçíîãî õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,
êîòîðîå ëîêàëüíî êîìïàêòíî, íî íå σ-êîìïàêòíî.

á. Âûòåêàåò ëè èç σ-êîìïàêòíîñòè ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü?

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ λ : C−→ R≥0, ãäå C åñòü ìíîæåñòâî êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâ M . Ìû ãîâîðèì, ÷òî λ

à. Ìîíîòîííà, åñëè λ(A) ≤ λ(B) äëÿ A ⊂ B

á. àääèòèâíà, åñëè λ(A
∐
B) = λ(A) + λ(B)

â. ïîëóàääèòèâíà, åñëè λ(A ∪B) ≤ λ(A) + λ(B)

Â òàêîì ñëó÷àå, λ íàçûâàåòñÿ îáúåìîì.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü íàM çàäàí îáúåì λ : C−→ R≥0. Âíóòðåííèì îáúåìîì ïîäìíî-
æåñòâà S ⊂M íàçûâàåòñÿ ÷èñëî λ∗(S) := sup

C
λ(C), ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîìïàêòíûì

C ⊂ S. Âíåøíåé ìåðîé ïîäìíîæåñòâà S ⊂ M íàçûâàåòñÿ ÷èñëî λ∗(S) := sup
U
λ(U), ãäå èí-

ôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì îòêðûòûì ìíîæåñòâàì U , ñîäåðæàùèì S.

Çàäà÷à 6.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂M , λ∗(U) = λ∗(U).

Îïðåäåëåíèå 6.4. Íàïîìíèì, ÷òî âíóòðåííîñòüþ ïîäìíîæåñòâà A ⊂ M íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ x ∈ A òàêèõ, ÷òî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü x ñîäåðæèòñÿ â A.

Çàäà÷à 6.5. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðåííîñòü ëþáîãî ìíîæåñòâà îòêðûòà. Äîêàæèòå, ÷òî âíóò-
ðåííîñòü A ⊂M ñîâïàäàåò ñ M\(M\A), ãäå (M\A) îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå M\A â M .

Çàäà÷à 6.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà C ⊂M ,

λ∗(C) ≥ λ(C) ≥ λ∗(C0),

ãäå C0 îáîçíà÷àåò âíóòðåííîñòü C.

Çàäà÷à 6.7 (*). Ïóñòü M ëîêàëüíî êîìïàêòíî è èìååò ñ÷åòíóþ áàçó. Äîêàæèòå, ÷òî C =⋂
Ui, äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ C.
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Çàäà÷à 6.8 (*). Â ýòèõ óñëîâèÿõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ(
⋂
Ci) = limλ(Ci) äëÿ ëþáîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ C0 ⊃ C1 ⊃ ... òàêîé, ÷òî
⋂
Ci êîìïàêòíî. Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà C ⊂M , λ∗(C) = λ(C),

Çàäà÷à 6.9 (!). Ïóñòü M ⊂ Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà Ëåáåãà íà M çàäàåò îáúåì

λ : C−→ R≥0.

Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè λ∗(C) = λ(C) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà C ⊂M .

Çàäà÷à 6.10. ÏóñòüM - õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàí îáúåì
λ : C−→ R≥0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C ⊂ U ∪ V êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî îáúåäèíåíèÿ îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ U è V . Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà CU ⊂ U , CV ⊂ V
òàêèå, ÷òî CU ∪ CV = C.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâà õàóñäîðôîâà
ïðîñòðàíñòâà èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè. Âîñïîëüçóéòåñü ýòèì, ÷òîáû íàéòè íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè U1 ó C\V è V1 ó C\U . Äîêàæèòå, ÷òî CV := \U1,
CU := \V1 ⊂ U óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì çàäà÷è.

Çàäà÷à 6.11 (!). Ïóñòü M - õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàí
îáúåì λ : C−→ R≥0. Ïóñòü U, V îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî λ∗(U ∪ V ) ≤ λ∗(U) +
λ∗(V ).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 6.12. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî λ∗ ïîëóàääèòèâíà, òî åñòü λ∗(
⋃
Ai) ≤

∑
λ∗(Ai) äëÿ

ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà Ai ⊂M .

Çàäà÷à 6.13 (!). Äîêàæèòå, ÷òî λ∗ ñ÷åòíî ïîëóàääèòèâíî, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò λ∗(
⋃
Ai) ≤∑

λ∗(Ai) äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî íàáîðà Ai ⊂M .

Óêàçàíèå. Ñâåäèòå óòâåðæäåíèå ê λ∗(
⋃
Ui) ≤

∑
λ∗(Ui), ãäå Ui âñå îòêðûòû. Åñëè C ⊂

⋃
Ui

êîìïàêò, òî C ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì Ui. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ∗(
⋃

Ui) ≤ λ∗(U1 ∪ U2 ∪ ...Un)

äëÿ êîíå÷íîãî ïîäíàáîðà. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, ÷òîáû ïîëó÷èòü λ∗(U1 ∪U2 ∪
...Un) ≤

∑n
i=1 λ∗(Ui).

Çàäà÷à 6.14 (!). Ïóñòü U îòêðûòî, C êîìïàêòíî. Äîêàæèòå, ÷òî

λ∗(U) = λ∗(U\C) + λ∗(U ∩ C).

Óêàçàíèå. Â ñèëó óæå äîêàçàííîãî, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü

λ∗(U) ≥ λ∗(U\C) + λ∗(U ∩ C).

λ∗(U\C) = λ∗(U\C) åñòü supλ(D), ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîìïàêòíûì D, ëåæàùèì â
U\C. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî D, U\D ýòî îêðåñòíîñòü C ∪U , è λ∗(C ∪U) ≤ λ∗(U\D) = supλ(E),
ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîìïàêòàì E, ëåæàùèì â U\D. Ïî ïîñòðîåíèþ D è E íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

λ(D) + λ∗(U ∩ C) ≥ λ(E) + λ(D) = λ(D ∪ E) ≤ λ∗(U) = λ∗(U)
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Îïðåäåëåíèå 6.5. Ïóñòü M - õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàí
îáúåì λ : C−→ R≥0. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂M íàçûâàåòñÿ λ∗-èçìåðèìûì, åñëè

λ∗(B) = λ∗(B\A) + λ∗(B ∩ A)

äëÿ ëþáîãî B ⊂M .

Çàäà÷à 6.15 (!). Ïóñòü
λ∗(U) = λ∗(U\A) + λ∗(U ∩ A) (1)

äëÿ ëþáîãî U ⊂M . Äîêàæèòå, ÷òî A λ∗-èçìåðèìî.

Óêàçàíèå. λ∗(B) = inf λ∗(V ), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì îòêðûòûì îêðåñòíîñòÿì V . Ïî-
ýòîìó èç (??) ñëåäóåò

λ∗(B) = inf
V
λ∗(V ) = inf

V

(
λ∗(V \A) + λ∗(V ∩A)

)
≤ λ∗(V \A) + λ∗(V ∩A) ≤ λ∗(B\A) + λ∗(B ∩A)

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïîëóàääèòèâíîñòè.

Çàäà÷à 6.16 (!). Äîêàæèòå, ÷òî λ∗-èçìåðèìûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò àëãåáðó.

Çàäà÷à 6.17 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå λ∗-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ λ∗-èçìåðèìî.
Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî λ∗-èçìåðèìî. Äîêàæèòå, ÷òî λ∗ çàäàåò
ìåðó íà àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé ìåðîé, ñâÿçàííîé ñ îáúåìîì λ :
C−→ R≥0.

Çàäà÷à 6.18. Ïóñòü M = Rn, à λ : C−→ R≥0 ýòî ìåðà Ëåáåãà. Äîêàæèòå, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà
λ∗ íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ ðàâíà ìåðå Ëåáåãà.

6.2. Ìåðà Õàóñäîðôà

Îïðåäåëåíèå 6.7. ÏóñòüM - êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊂
M , îïðåäåëèì diamS êàê supx,y∈S d(x, y). Äëÿ ñ÷åòíîãî ïîêðûòèÿ {Si} è âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
d, îïðåäåëèì d-âåñ ïîêðûòèÿ êàê

wd({Si}) :=
∑
i

(diamSi)
d.

Äëÿ çàäàííîãî ε > 0, îáîçíà÷èì çà

µd,ε(M) := inf
ε
wd(Si)

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì M ìíîæåñòâàìè äèàìåòðà ≤ ε. Ðàçìåðíîñòü Õà-
óñäîðôà dimh(M) ýòî èíôèìóì â ìíîæåñòâå âñåõ d, äëÿ êîòîðûõ µd,ε(M) = 0.

Çàäà÷à 6.19. Äîêàæèòå, ÷òî dimh([0, 1]) = 1.

Çàäà÷à 6.20 (*). Ïóñòü M1, M2 - êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî

dimh(M1 ×M2) = dimh(M1) + dimh(M2).
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Çàäà÷à 6.21 (*). Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà åäèíè÷íîãî êóáà â Rn.

Çàäà÷à 6.22 (*). Îïðåäåëèì êàíòîðîâî ìíîæåñòâî êàê ïîäìíîæåñòâî K ⊂ [0, 1], ñîñòîÿùåå
èç âñåõ òî÷åê, â òðîè÷íîì ðàçëîæåíèè êîòîðûõ íåò 1. Íàéäèòå dimh(K).

Çàäà÷à 6.23 (**). Ïîñòðîéòå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè Õàóñäîð-
ôà.

Îïðåäåëåíèå 6.8. Ïóñòü M - êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, dimhM = d, à K ⊂M
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì ìåðó Õàóñäîðôà Volh(K) êàê

lim
ε−→ 0

µd,ε()

Çàäà÷à 6.24. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïðåäåë âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 6.25. îêàæèòå, ÷òî Volh(K) ÿâëÿåòñÿ îáúåìîì, â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî â íà-
÷àëå ëèñòêà.

Çàäà÷à 6.26 (*). Ïóñòü M ýòî åäèíè÷íûé êóá. Äîêàæèòå, ÷òî Volh(K) âñåãäà îïðåäåëåí, è
ïðîïîðöèîíàëåí ìåðå Ëåáåãà.

Çàäà÷à 6.27 (**). Ïóñòü M - êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî, à K - ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç

âñåõ ÷èñåë, â òðîè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ íåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 00. Íàéäèòå Volh(K)
Volh(M)

.
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