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Òåîðèÿ Ìåðû 7: Ìåðà Õààðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóï-

ïàõ

7.1. Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü G õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå ñòðóê-
òóðîé ãðóïïû. G íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé, åñëè îòîáðàæåíèå

G
g 7→ g−1

−→ G

íåïðåðûâíî, è îòîáðàæåíèå

G×G f, g 7→ fg−→ G

òîæå íåïðåðûâíî.

Çàäà÷à 7.1. Â ýòîé ñèòóàöèè, äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

G
g 7→ g−1

−→ G

ýòî ãîìåîìîðôèçì. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

G×G f, g 7→ f, fg−→ G×G

ýòî ãîìåîìîðôèçì.

Çàäà÷à 7.2. Ïóñòü G òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå ñòðóêòóðîé ãðóïïû, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî

G×G f, g 7→ f, fg−→ G×G

ýòî ãîìåîìîðôèçì. Äîêàæèòå, ÷òî G - òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Çàäà÷à 7.3. Äîêàæèòå, ÷òî (Zp,+), (1 + pZp, ∗) êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû (Zp îáî-
çíà÷àåò p-àäè÷åñêèå ÷èñëà)

Çàäà÷à 7.4. Ðàññìîòðèì ãðóïïó îáðàòèìûõ ìàòðèö GL(n,R), ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö
O(n), ãðóïïó SL(n) ìàòðèö ñ äåòåðìèíàíòîì 1, ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç âëîæåíèå â
ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ëîêàëüíî êîìïàêòûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû.

Çàäà÷à 7.5. Ðàññìîòðèì ãðóïïó GL(n,Qp) ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç âëîæåíèÿ

GL(n,Qp) ↪→ Matn(Qp) ∼= Qn2

p .

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Çàäà÷à 7.6 (*). Ïóñòü G1 ⊂ G2 çàìêíóòàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû. Ââåäåì íà ôàêòîðãðóïïå G1/G2 òîïîëîãèþ òàêèì îáðàçîì, ÷òî U ⊂
G1/G2 îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðîîáðàç ö G1 îòêðûò. Äîêàæèòå, ÷òî G1/G2

- ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Çàäà÷à 7.7 (!). Ïîñòðîéòå íåòðèâèàëüíûé íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì Zp −→ S1, ëèáî äîêà-
æèòå, ÷òî òàêîãî íå ñóùåñòâóåò.
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7.2. Ìåðà Õààðà

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïóñòü (M,µ), (N, ν) - ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé.Ìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ ñ
ìåðîé íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå φ : M −→N òàêîå, ÷òî φ∗µ = ν. Èçîìîðôèçìîì
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé íàçûâàåòñÿ òàêîé ìîðôèçì φ : M −→N , ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì
ψ : N −→M , ïðè÷åì ψ ◦ φ è φ ◦ ψ òîæäåñòâåííûå.

Çàäà÷à 7.8. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ èçîìîðôèçìîâ - îïÿòü èçîìîðôèçì.

Çàäà÷à 7.9 (*). Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì îòðåçêà ñ ìåðîé Ëåáåãà è êâàäðàòà.

Çàäà÷à 7.10 (*). Ïóñòü íà Rn çàäàíà ìåðà ν = fµ, ãäå f ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ
çíà÷åíèÿ â [ε,∞[, ε > 0, à µ - ìåðà Ëåáåãà. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì (Rn, ν) è (Rn, µ).

Çàäà÷à 7.11. Ðåøèòå ïðèâåäåííóþ âûøå çàäà÷ó â ñëó÷àå n = 1.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå (M,µ) ñ ìåðîé. Ìû ãîâîðèì,
÷òî µ G-èíâàðèàíòíà, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G, îòîáðàæåíèå m−→ g(m) çàäàåò èçîìîðôèçì
èç (M,µ) â ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé, åñëè ó êàæäîé òî÷êè åñòü
îêðåñòíîñòü U , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò mu(U) <∞.

Ïóñòü G ýòî ãðóïïà. Ëåâîå äåéñòâèå ãðóïïû íà ñåáå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé g, x−→ gx,
ïðàâîå äåéñòâèå - g, x−→ xg. (Ëåâàÿ) ìåðà Õààðà ýòî íåíóëåâàÿ, ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ìåðà
Áîðåëÿ íà G, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ëåâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû, è ïîëîæèòåëüíàÿ íà êàæ-
äîì íåïóñòîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå. Ïðàâàÿ ìåðà Õààðà - ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî
ïðàâîãî äåéñòâèÿ.

Çàäà÷à 7.12. Ïóñòü G êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, à µ ìåðà Õààðà. Äîêàæèòå, ÷òî
µ(G) êîíå÷íî.

Çàäà÷à 7.13 (!). Ïóñòü G òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, à µ, ν ìåðû Õààðà, òàêèå, ÷òî µ(G) <∞,
ν(G) <∞.

à. Äîêàæèòå, ÷òî ν � µ+ ν.

á. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà, äîêàæèòå, ÷òî ν = f(µ + ν), ãäå f :
G−→ R≥0 èçìåðèìà.

â. Äîêàæèòå, ÷òî f ïîñòîÿííà âíå µ+ ν-ïðåíåáðåæèìîãî ìíîæåñòâà.

ã. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ν = cµ, äëÿ êàêîé-òî êîíñòàíòû c.

Îïðåäåëåíèå 7.5. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî V ⊂M õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, èëè ïðåäêîìïàêòíûì, åñëè V ñîäåðæèòñÿ â êîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå.

Çàäà÷à 7.14. Äîêàæèòå, ÷òî V ⊂ M ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìûêàíèå
V êîìïàêòíî.

Çàäà÷à 7.15. Ïóñòü U ⊂ G ïðåäêîìïàêòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìåðû Õààðà, µ(U) <∞
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Çàäà÷à 7.16 (*). Ïóñòü E - áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â ëîêàëüíî êîìïàêòíîé, õàóñäîðôîâîé
ãðóïïå G, ñî ñ÷åòíîé áàçîé, à µ - ìåðà Õààðà íà G. Îáîçíà÷èì çà E−1 ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
âèäà g−1, g ∈ E. Äîêàæèòå, ÷òî E èìååò ìåðó íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E−1 èìååò
ìåðó íóëü.

Çàäà÷à 7.17 (!). Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà ñî ñ÷åòíîé áàçîé,
µ, ν ìåðû Õààðà, à U ïðåäêîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû.

à. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : U −→ R≥0 òàêàÿ, ÷òî ν = f(µ+ ν).

á. Äîêàæèòå, ÷òî âíå µ+ ν-ïðåíåáðåæèìîãî ïîäìíîæåñòâà U , f ðàâíà êîíñòàíòå: f = c.

â. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî
ν
∣∣
U

= cµ
∣∣
U
, (1)

äëÿ êàêîé-òî êîíñòàíòû c ∈ R, è äëÿ ëþáîé ïðåäêîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè åäèíèöû â G.

ã. Âîñïîëüçîâàâøèñü íàëè÷èåì ñ÷åòíîé áàçû, âûâåäèòå èç (??) ðàâåíñòâî ν(A) = cµ(A)
äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî A.

Óêàçàíèå. (ê ïîñëåäíåìó ïóíêòó): âîñïîëüçîâàâøèñü íàëè÷èåì ñ÷åòíîé áàçû, äîêàæèòå, ÷òî
êàæäîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî G åñòü îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîìïàêòîâ.

Çàìå÷àíèå. Ìû äîêàçàëè, ÷òî íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå ñî ñ÷åòíîé
áàçîé ìåðà Õààðà åäèíñòâåííà, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Çàäà÷à 7.18 (!). Ïóñòü G êîììóòàòèâíàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà ñî
ñ÷åòíîé áàçîé. Äîêàæèòå, ÷òî ëåâàÿ ìåðà Õààðà íà G ðàâíà ïðàâîé.

Çàäà÷à 7.19 (**). Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ëåâàÿ ìåðà Õààðà íà ãðóïïå íå ïðîïîðöèîíàëü-
íà ïðàâîé.

7.3. Ïîñòðîåíèå ìåðû Õààðà

Çàìå÷àíèå. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëèñòêà 6, ÷òîáû ñêîíñòðóèðîâàòü ìåðó Õààðà íà ëî-
êàëüíî êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå G, äîñòàòî÷íî ñêîíñòðóèðîâàòü ëåâîèíâàðèàíòíûé
îáúåì λ : C−→ R≥0 íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ G.

Îïðåäåëåíèå 7.6. Ïóñòü E ⊂ G ïðåäêîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, F ⊂ G ïîäìíîæåñòâî ñ
íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. F -ñåòü íà E ýòî òàêîé êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê {xi} ⊂ G (íàçûâàåìûõ
óçëàìè F -ñåòè), ÷òî

⋃
xiF ïîêðûâàåò E. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óçëîâ â F -ñåòè îáîçíà÷àåòñÿ

E : F .

Çàäà÷à 7.20. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ F -ñåòü âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 7.21. Ïóñòü A ïðåäêîìïàêòíîå è ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî (E :
A)(A : F ) ≥ E : F .

Çàäà÷à 7.22. Çàôèêñèðóåì ïðåäêîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ G ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.
Äëÿ çàäàííîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ G, îïðåäåëèì ôóíêöèþ λU : C−→ R íà ìíî-
æåñòâå âñåõ êîìïàêòîâ C ⊂ G,

λU(C) :=
C : U

A : U
.
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Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ñ÷åòíî-ïîëóàääèòèâíà, ëåâîèíâàðèàíòíà, è äëÿ ëþáûõ C, D,
òàêèõ, ÷òî CU−1 ∩DU−1 = ∅, èìååì

λU(C ∪D) = λU(C) + λU(D)

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x òàêîãî, ÷òî C ïåðåñåêàåò xU , D íå ïåðå-
ñåêàåò xU .

Çàäà÷à 7.23 (*). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå K :=
∏

C∈C IC
îòðåçêîâ IC := [0, C : A], ïðîèíäåêñèðîâàííîå âñåìè êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè C ∈ C, ñ
òîïîëîãèåé òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü K êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
f : C−→ R, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â [0, C : A], ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Ýòî
ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, ïî òåîðåìå Òèõîíîâà.

Îáîçíà÷èì çà ∆U ìíîæåñòâî âñåõ λV ∈ K òàêèõ, ÷òî V ⊂ U .

à. Äîêàæèòå, ÷òî
⋂

∆Ui
= ∆∩Ui

, ãäå ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî êîíå÷íîìó íàáîðó îêðåñòíîñòåé
åäèíèöû Ui ⊂ G. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî.

á. Îáîçíà÷èì çà ∆U çàìûêàíèå ∆U â C. Ýòî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî, ïî ïî òåîðåìå Òèõîíîâà.
Äîêàæèòå, ÷òî

⋂
U ∆U íåïóñòî, ãäå ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî âñåì îòêðûòûì îêðåñòíîñòÿì

åäèíèöû â G.

â. Ïóñòü λ : C−→ R ëåæèò â
⋂

U ∆U . Äîêàæèòå, ÷òî λ - íåíóëåâîé, ëåâîèíâàðèàíòíûé
îáúåì íà C

Óêàçàíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíîñòü, ìîíîòîííîñòü è ïîëóàääèòèâíîñòü ýòî çà-
ìêíóòûå óñëîâèÿ â K. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî èì óäîâëåòâîðÿþò âñå f ∈ ∆U . ×òîáû äîêàçàòü,
÷òî λ ýòî îáúåì, íàäî ïðîâåðèòü àääèòèâíîñòü. Èç ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè âûâåäèòå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ C è D ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U åäèíèöû â G òà-
êàÿ, ÷òî CU−1 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ DU−1. Óñëîâèå f(C

∐
D) = f(C) + f(D) çàìêíóòîå, è åìó

â ñèëó çàäà÷è ?? óäîâëåòâîðÿþò âñå f ∈ ∆U . Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî λ òîæå óäîâëåòâîðÿåò
ýòîìó óñëîâèþ.

Çàäà÷à 7.24. Ïóñòü µ - ìåðà Õààðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå G. Äî-
êàæèòå, ÷òî µ(e) 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G äèñêðåòíà.

Çàäà÷à 7.25. Ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó R>0 êàê ëîêàëüíî êîìïàêòíóþ òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ãðóïïó. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà Õààðà λ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà µ íà R>0. Âûâåäèòå èç ýòîãî ñîîòíîøåíèå λ = fµ è íàéäèòå ôóíêöèþ f .

Çàäà÷à 7.26. Ðåøèòå òàêóþ æå çàäà÷ó äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû C∗ íåíóëåâûõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 7.27 (*). Ðàññìîòðèì ãðóïïó GL(n,R) ⊂ Mat(n,R) ñ òîïîëîãèåé è ìåðîé Ëåáåãà µ,
èíäóöèðîâàííîé èç Mat(n,R). Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà Õààðà λ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà GL(n,R). Âûâåäèòå èç ýòîãî ñîîòíîøåíèå λ = fµ è íàéäèòå ôóíêöèþ
f .

Çàäà÷à 7.28 (*). Òî æå ñàìîå äëÿ GL(n,C) ⊂ Mat(n,C).
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