
áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑçÒÕ��ÙðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ A�B ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (a; b), ÇÄÅ a { ÜÌÅÍÅÎÔ A,Á b { ÜÌÅÍÅÎÔ B. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : A ! B ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎßÅË-ÔÉ×ÎÙÍ, ÉÌÉ ÉÎßÅË�ÉÅÊ, ÉÌÉ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ (ÜÔÏ ×ÓÅ ÓÉÎÏÎÉÍÙ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁÚÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÀÒßÅË-ÔÉ×ÎÙÍ, ÉÌÉ ÓÀÒßÅË�ÉÅÊ, ÉÌÉ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B �ÅÒÅÈÏ-ÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍ (ÂÉÅË�ÉÅÊ,×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ É ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.ðÕÓÔØ A - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÎÅÔ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(A) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÂÉÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ A × ÓÅÂÑ. åÓÌÉ f; g { Ä×Á ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ \�ÅÒÅÍ-ÎÏÖÉÔØ", ×ÚÑ× ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ f Æ g: f Æ g(a) = f(g(a)):íÎÏÖÅÓÔ×Ï S(A), ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ÇÒÕ��Á �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË (ÉÌÉ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏË) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A". �ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 1A (ÞÁÓÔÏ ÔÁËÖÅ �ÉÛÕÔIdA, ÏÔ ÓÌÏ×Á identity).�ÁËÖÅ S(A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. åÓÌÉ A { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ nÜÌÅÍÅÎÔÏ×, S(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Sn.ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ 1 7! 3, 2 7! 4,3 7! 1, 4 7! 2 ÞÉÓÅÌ 1; 2; 3; 4 ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË � = � 1 2 3 43 4 1 2 �. ÷ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ �ÉÛÕÔÞÉÓÌÁ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, × ÎÉÖÎÅÊ { ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ.úÁÄÁÞÁ 1.1. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ� 1 2 3 4 54 5 2 1 3 � Æ � 1 2 3 4 53 5 4 1 2 � :úÁÄÁÞÁ 1.2. Á. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 5? óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÞÉÓÌÏ 1 ÎÁ ÍÅÓÔÅ?Â. óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ 1 × 5?×. äÌÑ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ �(1) < �(2)?Ç. äÌÑ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ �(1) < �(2) < �(3)?úÁÄÁÞÁ 1.3. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × S(A), ÅÓÌÉ A { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?úÁÄÁÞÁ 1.4. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ f Æ g = g Æ f ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g?
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áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑäÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ f 2 S(A) (ÞÅÒÅÚ \2" ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ \ÏÂÒÁÔÎÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ" f�1, Ô.Å. ÔÁËÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÞÔÏ f Æf�1 = f�1 Æf =1A.ãÉËÌÉÞÅÓËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á a; b; 
; d; : : : ; w ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ a × b, b × 
, 
 × dÉ ÔÁË ÄÁÌÅÅ �Ï ËÒÕÇÕ. �ÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (a; b; 
; d; : : : ; w). åÅ �ÏÒÑÄÏË { ÜÔÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓËÏÂËÁÈ. �ÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ { ÜÔÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÏÒÑÄËÁ 2;ÏÎÁ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÕÓÔØ � = (123), � = (34). þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ � Æ � Æ ��1?úÁÄÁÞÁ 1.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ-�ÉÊ.úÁÄÁÞÁ 1.7 (*). íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ?õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (x1 � x2)(x1 � x3) : : : (x1 � xn)(x2 � x3) : : : (�ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ (xi � xj) �Ï ×ÓÅÍ i > j), ÅÓÌÉ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ xi É xj?îÁ ÇÒÕ��Å �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË S(A) ÚÁÄÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ: �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ×ÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔ-ÎÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ. üÔÕ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ ÕÄÏÂÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ G { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÇÄÅ ÚÁÄÁÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ \�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ" f; g 7! f � g,\×ÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ" f 7! f�1, É ÚÁÄÁÎ \ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ" 1G, É ×ÓÅ ÜÔÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ.Á. \áÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ": (f � g) � h = f � (g � h) ÄÌÑ ×ÓÅÈ f , g, h.Â. \åÄÉÎÉ�Á": f � 1G = 1G � f = f ÄÌÑ ×ÓÅÈ f .×. \ïÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ": f � f�1 = f�1 � f = 1G ÄÌÑ ×ÓÅÈ f .�ÏÇÄÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G.úÁÄÁÞÁ 1.8. äÁÎÁ ÇÒÕ��Á G.Á. åÓÌÉ fg = f ÉÌÉ gf = f , ÔÏ g = 1.Â. åÓÌÉ fg = 1 ÉÌÉ gf = 1, ÔÏ g = f�1.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å G, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. åÄÉÎÉ�Á É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÅÓÌÉ ÏÎÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 1.9. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ.Á. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.Â. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.×. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.Ç. òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.2



áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑÄ. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.Å. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.Ö. (*)ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ.Ú. þÉÓÌÁ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ�1 É ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 1, Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ u�v = (u+v)=(1+uv) (�ÒÏ×ÅÒØÔÅÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ).É. æÉÇÕÒÙ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÏßÅÄÉÎÅÎÉÑ.Ë. (*)æÉÇÕÒÙ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ: A�BÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒ A, B.Ì. (*)ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ó × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÇÒÉ��Õ G, Ó Ï�ÅÒÁ-�ÉÅÊ (f � g)(s) = f(s)g(s).\ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕ��" G1 É G2 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (g1; g2), g1 2 G1; g2 2 G2, Ó ÇÒÕ��Ï×ÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊ (g1; g2) � (g01; g02) = (g1 � g01; g2 � g02)ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : G ! G0 ÉÚ ÇÒÕ��Ù G × ÇÒÕ��Õ G0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ: f(g1 � g2) = f(g1) � f(g2). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÅÓÌÉ ÏÎ ÂÉ-ÅËÔÉ×ÅÎ. çÒÕ��Ù G, G0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÇÒÕ��Ù × ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.úÁÄÁÞÁ 1.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : G ! G0 { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��, ÔÏ f(1G) = 1G0 Éf(g�1) = (f(g)�1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g 2 G.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G ! S(A) ÇÒÕ��Ù G × ÇÒÕ��Õ S(A) �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ÏË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ G ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A). äÅÊÓÔ×ÉÅ G ÎÁ AÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G � A �! A, a; g 7! �(g; a). éÎÏÇÄÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÝÅ: a; g 7! g(a).úÁÄÁÞÁ 1.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÉÎØÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÇÒÕ��Õ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á).õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÄÕÍÁÊÔÅ, × ÞÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÙÓÌ ÆÒÁÚÙ \çÒÕ��Á G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÓÅÂÅ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑÍÉ ÓÌÅ×Á".úÁÄÁÞÁ 1.12. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏÁ. ìÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË S2.Â. ìÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÉÌÉ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË S3, ÉÌÉ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��.úÁÄÁÞÁ 1.13 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Sn ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��.úÁÄÁÞÁ 1.14. ðÕÓÔØ G { ÇÒÕ��Á, g 2 G { ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØg; g2; g3; : : : �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á?3



áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑðÕÓÔØ n { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ g 2 G { ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÒÑÄËÁ n × ÇÒÕ��Å G, ÅÓÌÉgn = 1G, ÎÏ gk 6= 1G ÄÌÑ k < n.úÁÄÁÞÁ 1.15 (!). äÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ ÇÒÕ��Ù ÄÅÌÉÔ n.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÓÅÂÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÓÌÅ×Á.úÁÄÁÞÁ 1.16 (*). äÁÎÁ ÇÒÕ��Á Ó ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ�ÏÒÑÄËÁ 2.úÁÄÁÞÁ 1.17 (*). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏÁ. çÒÕ��Á D12 Ä×ÉÖÅÎÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 12-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ D6 � S2, ÇÄÅD6 { ÜÔÏ ÇÒÕ��Á Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ.Â. çÒÕ��Á D6 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ D3 � S2, ÇÄÅ D3 { ÜÔÏ ÇÒÕ��Á Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ.çÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÉÌÉ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ f � g = g � f ÄÌÑ ×ÓÅÈ f; g. ä×ÁÜÌÅÍÅÎÔÁ f; g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÅÓÌÉ f � g = g � f .úÁÄÁÞÁ 1.18. ëÁËÉÅ ÉÚ ÇÒÕ��, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × ÚÁÄÁÞÅ 1.9, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ?úÁÄÁÞÁ 1.19 (*). Á. ãÅÎÔÒÏÍ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× g 2 G ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ gg0 = g0g ÄÌÑ ×ÓÅÈ g0 2 G. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ - ÜÔÏ�ÏÄÇÒÕ��Á.Â. äÁÎÁ ÇÒÕ��Á G, × ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÒÑÄËÁ > 2. ÷ ÎÅÊ ÄÁÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Á G0 ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g 2 G, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ G0, ÉÍÅÀÔ �ÏÒÑÄÏË 2. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ (ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ). ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ × ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ GËÏÎÅÞÎÁ?×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ G0 ÁÂÅÌÅ×Á.Ç. ðÕÓÔØ G0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÎÔÒ G. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÉÚ �ÕÎËÔÁ (2) É �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ G0.(�ÁËÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ).Ä. äÁÎÁ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á G, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ G0 ËÁË ×ÙÛÅ. ðÕÓÔØ G0 -�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ S2 É ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù: G0 = S2 �G00. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G { �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ S2 É ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù.ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. îÁ ÜÔÉÈÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÚÁÄÁÎÙÁ. óÌÏÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ ÎÁÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÇÒÕ��Õ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ�ÌÀÓÏÍ; ×ÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÉÎÕÓÏÍ)Â. õÍÎÏÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, ÎÏ ÇÒÕ��Ù ÎÅ ÚÁÄÁÅÔ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁ-ÔÉÍÙ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ; ÔÏÞËÕ ÞÁÓÔÏ Ï�ÕÓËÁÀÔ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ É �ÉÛÕÔ �ÒÏÓÔÏ xy×ÍÅÓÔÏ x � y). 4



áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑüÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÏÌÅÚÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ R { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó Ä×ÕÍÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ a; b 7! a + b (ÓÌÏÖÅÎÉÅ) Éa; b 7! a � b (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ × R ÚÁÄÁÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 0 É 1 (ÎÏÌØ É ÅÄÉÎÉ�Á). åÓÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÓ×ÏÊÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ.Á. R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, 0 ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Á ×ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅÂ. 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: 1 � a = a � 1 = a ÄÌÑ ×ÓÅÈ a.×. áÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ: a � (b � 
) = (a � b) � 
.Ç. äÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ: a � (b+ 
) = a � b + a � 
.åÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï R ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ. åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 6= 0, Ô.Å. Rnf0g ÅÓÔØ ÇÒÕ��Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ R ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ.÷ ÜÔÏÍ É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÉÓÔËÁÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÅ ËÏÌØ�Á, É ÓÌÏ×Ï \ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ" ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ Ï�ÕÓËÁÔØ; ÅÓÌÉ Ñ×ÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏÏÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÓÅ ËÏÌØ�Á �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ.úÁÄÁÞÁ 1.20. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ,ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÙ Ñ×ÎÏ):Á. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.Â. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.×. þÅÔÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.Ç. òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.Ä. éÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.Å. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ.Ö. ðÁÒÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ.Ú. ðÁÒÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a; b) �(
; d) = (a
� bd; ad+ b
).É. (*) ðÁÒÙ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ (a; b) � (
; d) = (a
 + 2bd; ad+ b
).Ë. (*)æÉÇÕÒÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ { �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÅ).Ì. (*)ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ó × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÇÒÉ��Õ G, Ó Ï�ÅÒÁ-�ÉÅÊ (f � g)(s) = f(s)g(s).úÁÄÁÞÁ 1.21. ëÁËÉÅ ÉÚ ËÏÌÅ�, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × ÚÁÄÁÞÅ 1.20, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ?
5



áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑúÁÄÁÞÁ 1.22. äÁÎÏ ËÏÌØ�Ï R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊa = (a0; a1; : : : ; ai; : : : ; 0; 0; : : : )ÜÌÅÍÅÎÔÏ× R Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ï�ÅÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ËÁË (a + b)i = ai + bi;(a � � � b)i = iXj=0 ajbi�j:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ).ëÏÌØ�Ï, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÚÁÄÁÞÅ 1.22, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÄ R, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ R[x℄. üÌÅÍÅÎÔÙ R[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ \�ÏÌÉÎÏÍÙ" ÉÌÉ\ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ". ïÎÉ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁË a0 + a1x + � � �+ aixi (×ÓÅ aj Ó j > i ÎÕÌÅ×ÙÅ).÷ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ (ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ �ÒÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË �ÒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÓÏÂÙÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ \× ÓÔÏÌÂÉË"). óÔÒÏÇÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÅÔÓÑ × ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ. ÷ÓÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ × ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÜÔÏ÷ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ.üÔÏ \×ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ" ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:úÁÄÁÞÁ 1.23 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁx2n+1 + a2nx2n + a2n�1x2n�1 + :::+ a1x + a0 = 0ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÄÏ ÒÅÛÁÔØ, ËÏÇÄÁ ×Ù ÕÚÎÁÅÔÅ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÞÉÓÅÌ, ÉÌÉ ×ÙÕÞÉÔÅ ÅÇÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ �Ï ËÎÉÇÁÍ.úÁÄÁÞÁ 1.24 (*). âÕÄÅÔ ÌÉ �ÏÌÅÍ ËÏÌØ�Ï, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÚÁÄÁÞÅ 1.20 9, ÅÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ×ÍÅÓÔÏ \ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ" ÓËÁÚÁÔØ \×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ"?úÁÄÁÞÁ 1.25. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ÄÒÕÇÉÅ ÞÉÓÌÁ ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔËÉ 0, 1,2, ... n�1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÚÁ mod n. ä×Á ÞÉÓÌÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ ÏÓÔÁÔËÉ mod n,ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÕÍÍÕ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÞÉÓÅÌmod n ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ(x mod n) + (y mod n) = ((x + y) mod n);(x mod n) � (y mod n) = (xy mod n)×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ x; y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØ�Ï.úÁÄÁÞÁ 1.26 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁÔËÏ× mod n ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÌÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ n �ÒÏÓÔÏÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ×Ù ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔÅ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÏÔÌÏÖÉÔÅ ÅÅ: ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ×ÒÅÍÑ, �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ �ÏÌÅÚÎÙÈ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ, ÔÁ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÂÕÄÅÔ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞËÉ.6



áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑúÁÄÁÞÁ 1.27. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÏÌÑ ÉÚÁ. 2-È,Â. 3-È,×. (*)4-È ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 1.28 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÑ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 1.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p { �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ �ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÏÌÑ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 0, ÅÓÌÉ 1 2 k ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÉÌÉ �ÏÒÑÄÏË p ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 2 k, ÅÓÌÉ ÏÎ ËÏÎÅÞÅÎ.úÁÄÁÞÁ 1.30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ p �ÏÌÑ k ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ, ÔÏ p �ÒÏÓÔÏÅ.úÁÄÁÞÁ 1.31 (*). äÁÎÏ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÅÔÒÉÓÔÉËÉ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁx 7! xp ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ (ËÁË É ÄÌÑ ÇÒÕ��, ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ).õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÂÉÎÏÍÁ.úÁÄÁÞÁ 1.32 (*). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x, xpÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó x �Ï ÍÏÄÕÌÀ p.ðÕÓÔØ P = xn + an�1xn�1 + :::+ a1x+ a0 { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ k. ëÏÒÅÎØP { ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � × �ÏÌÅ k, ÞÔÏ P (�) = 0.úÁÄÁÞÁ 1.33. ðÕÓÔØ � { ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ PÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ z � � × ËÏÌØ�Å k[z℄õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ÓÔÏÌÂÉË:x2 + 2x � 12 x+ 5x2 + 5x x� 3� 3x � 12� 3x � 153úÁÄÁÞÁ 1.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØ-ÛÅ n ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.ðÕÓÔØ P { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ,ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ÓÔÏÌÂÉË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁÔËÏ× ×ËÏÌØ�Å k[x℄ �Ï ÍÏÄÕÌÀ P .úÁÄÁÞÁ 1.35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØ�Ï (ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÚÁ k[x℄mod P ). 7



áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÁ Z, a ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ { ÚÁ R. ðÕÓÔØ C {ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (a; b), ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ËÁË (a; b) + (
; d) =(a + 
; b+ d) É Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(a; b) � (
; d) = (a
� bd; ad+ b
):üÌÅÍÅÎÔÙ C ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 1.36. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ C { ËÏÌØ�Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2+1 = 0 ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ× C . óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ?úÁÄÁÞÁ 1.37. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + 1 × C É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÚÁ p�1 . äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÓÎÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ a + bp�1 ,a; b 2 R.úÁÄÁÞÁ 1.38. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C �= (R[x℄ mod P ), ÇÄÅ P { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P = x2 + 1.úÁÄÁÞÁ 1.39. äÁÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z := a + bp�1 . óÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ z ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ z :=a � bp�1 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ × C(ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ �ÏÌÑ C ).úÁÄÁÞÁ 1.40. äÁÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z := a + bp�1 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ zz ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ (ÜÔÏÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ (x; y) ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ y ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ).úÁÄÁÞÁ 1.41. äÁÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z := a+bp�1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ zz = a2+b2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, É ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ z = 0. þÁÓÔÏ zz ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁËjzj2, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ (a; b) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÜÔÏ pa2 + b2 (jzj, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÏÔ z ÄÏ 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ z).úÁÄÁÞÁ 1.42. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ.õËÁÚÁÎÉÅ. z�1 = zjzj�2úÁÄÁÞÁ 1.43. äÏËÁÖÉÔÅ \ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ": jz1j � jz2j 6 jz1 + z2j 6 jz1j+ jz2júÁÄÁÞÁ 1.44. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ jz1z2j = jz1jjz2j.úÁÄÁÞÁ 1.45 (!). ðÕÓÔØ z = a+ bp�1 { ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ 1: jzj = 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 , ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÎÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓC . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z 6= 1, ÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚo×ÁÎÉÅ | Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊÔÏÞËÏÊ 0 2 R2 .úÁÄÁÞÁ 1.46 (!). éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ0 2 R2 | ÜÔÏ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÕÇÏÌ ' ×ÏËÒÕÇ 0. äÌÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.45, ËÁË ÎÁÊÔÉa É b, ÚÎÁÑ '?úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÇÏÌ ' ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z.úÁÄÁÞÁ 1.47 (!). äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÏÓÉÎÕÓÏ× 
os('+  ) = 
os' sin + sin' 
os .õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.8



áìçåâòá 1: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù, ËÏÌØ�Á, �ÏÌÑúÁÄÁÞÁ 1.48 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ÒÅÛÅÎÉÊ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÌÁÈ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 1.49 (*). äÁÎ �ÏÌÉÎÏÍ P ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n, É �ÕÓÔØ �1; : : : ; �n { \ËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉÉÚ 1", ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ zn = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ1nPP (�i) ÚÎÁÞÅÎÉÊ P �Ï ×ÓÅÍ �i ÒÁ×ÎÏ P (0).õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 1.50 (*). äÁÎ �ÏÌÉÎÏÍ P ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n. ðÕÓÔØ � { �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C = R2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ P × �ÅÎÔÒÅ � ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ P × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÒÈÉÍÅÄ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁË �ÒÅÄÅÌ �ÅÒÉÍÅÔÒÏ× ×�ÉÓÁÎÎÙÈ× ÎÅÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. åÓÌÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �ÒÉÍÅÒÕ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÔÏ ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉf , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÅÄÅÌ (�Ï n) ÓÒÅÄÎÉÈ 1nP f(�i), ÇÄÅ zi {×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ×�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ P × ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉjzj = 1 ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ P × ÅÅ �ÅÎÔÒÅ.úÁÄÁÞÁ 1.51. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕ��Õ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× C ,Á. (*)�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ × ÓÅÂÑ �ÏÄ�ÏÌÅ R � C .Â. �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ × ÓÅÂÑ �ÏÄ�ÏÌÅ R � C , É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.úÁÄÁÞÁ 1.52 (!). ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÚÁÍÅÎÉÍ(a; b) � (
; d) = (a
� bd; ad+ b
):ÎÁ (a; b) � (
; d) = (a
+ bd; ad+ b
):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÚÁ R2 . âÕÄÅÔ ÌÉ R2 ËÏÌØ�ÏÍ? á �ÏÌÅÍ? îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑz2 = 1 × R2 . îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z2 = 0 × R2 .úÁÄÁÞÁ 1.53 (!). ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÚÁÍÅÎÉÍ(a; b) � (
; d) = (a
� bd; ad+ b
):ÎÁ (a; b) � (
; d) = (a
; ad+ b
):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÚÁ R" . âÕÄÅÔ ÌÉ R" ËÏÌØ�ÏÍ? á �ÏÌÅÍ? âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R2 ÉÚ �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ? îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z2 = 1.úÁÄÁÞÁ 1.54 (*). ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z2 = z.úÁÄÁÞÁ 1.55 (*). ðÕÓÔØ P = anxn+an�1xn�1+ :::+a1x+a0 �ÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ nËÏÒÎÅÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÓÎÁÒÕÖÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ aka0 < Ckn, ÇÄÅ Ckn = n!k!(n�k)!{ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ. 9


