
áÌÇÅÂÒÁ 11: �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áÌÇÅÂÒÁ 11: �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁòÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁúÁÄÁÞÁ 11.1 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ �ÏÌÉÎÏÍ P (t) 2 K[t℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ K, ÕËÏÔÏÒÏÇÏ n �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ×K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�ÏK[t℄=P ÏÓÔÁÔËÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀP ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ n ËÏ�ÉÊ K.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÈÏÖÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ × ÌÉÓÔËÅ 9.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.1. ðÕÓÔØ K { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ k (ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑËÁË [K : k℄). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ [K : k℄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ K 
k K ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ)�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏ�ÉÊ K.úÁÄÁÞÁ 11.2. ðÕÓÔØ P (t) 2 k[t℄ { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÉÊ n �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ × K = k[t℄=P . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [Q [p�1 ℄ : Q ℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.4. ðÕÓÔØ [k : Q ℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 (Ô.Å. K Ä×ÕÍÅÒÎÏ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ Q). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.5 (!). ðÕÓÔØ p �ÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù � ÓÔÅ�ÅÎÉp, [Q [�℄ : Q ℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.6 (*). âÕÄÅÔ ÌÉ [Q [ 3p2℄ : Q ℄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ?úÁÄÁÞÁ 11.7 (*). ðÕÓÔØ F { �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, Á k = F (z) { �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁÄ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ P (t) = tp�z ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [k[t℄=P : k℄{ ÎÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.8. ðÕÓÔØ K1 � K2 � K3 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÏÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏK2 
K3 K1 �= (K2 
K3 K2)
K2 K1:úÁÄÁÞÁ 11.9. ðÕÓÔØ K1 � K2 � K3 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÏÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏK1 
K2 (K2 
K2 
K3K2)
K2 K1 �= K1 
K3 K1:úÁÄÁÞÁ 11.10 (!). ðÕÓÔØ K1 � K2 � K3 - �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÏÌÅÊ, �ÒÉÞÅÍ[K1 : K2℄ É [K2 : K3℄ - ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K1 : K3℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q [ 3p2; p�3�12 ℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.
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áÌÇÅÂÒÁ 11: �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁúÁÄÁÞÁ 11.12. ðÕÓÔØ K1 � K2 � K3 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÏÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K1 
K3 K1 �!K1 
K2 K1{ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ.úÁÄÁÞÁ 11.13 (!). ðÕÓÔØ K1 � K2 � K3 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÏÌÅÊ, �ÒÉÞÅÍ[K1 : K3℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K1 : K2℄ { ÔÏÖÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 9.28 ÌÉÓÔËÁ áÌÇÅÂÒÁ 9.úÁÄÁÞÁ 11.14. ðÕÓÔØ P 2 k[t℄ { �ÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. ðÏÌÏÖÉÍ K1 = k, É ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, Kl � Kl�1 � � � � � K1, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ Kj �ÏÓÔÒÏÅÎÏ. òÁÚÌÏÖÉÍ P ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ P = QPi× Kj. åÓÌÉ ×ÓÅ Pi ÌÉÎÅÊÎÙ, ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÌÉ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÕÓÔØ P0 { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌØ P ÓÔÅ�ÅÎÉ > 1. ÷ÏÚØÍÅÍ Kj+1 = Kj[t℄=P0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× É ÄÁÓÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÅ K � k.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.2. üÔÏ �ÏÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .úÁÄÁÞÁ 11.15 (!). ðÕÓÔØ K { �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) 2 k[t℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÄ�ÏÌÀ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ k, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ×ÓÅÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ P .úÁÄÁÞÁ 11.16. ðÕÓÔØ P (t) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÅÇÏ �ÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n!.úÁÄÁÞÁ 11.17. ðÕÓÔØ P 2 k[t℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÉÊ n �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ k, É �ÕÓÔØ [K : k℄ { ÅÇÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Á Kl � Kl�1 � � � � � K1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K 
Ki�1 Ki ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏ�ÉÊ ë.õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ úÁÄÁÞÉ 11.1.úÁÄÁÞÁ 11.18 (!). ðÕÓÔØ P (t) 2 k[t℄ { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÉÊ n �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ k (ÔÁËÏÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ), Á K { ÅÇÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 11.19 (*). ðÕÓÔØ P (t) 2 k[t℄ { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ P ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ P (t) = tn + an�1tn�1 + : : : ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍP 0(t) = ntn�1 + (n� 1)an�1tn�2 + � � �+ 2a2t + a1:äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (PQ)0 = PQ0 +Q0P , É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ P 0(t) ÄÌÑ P = (t� b1) : : : (t� bn).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ.2



áÌÇÅÂÒÁ 11: �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁúÁÄÁÞÁ 11.20 (*). ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ �ÏÌÑ k (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ) É ÔÁËÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P 2 k[t℄, ÞÔÏ ÅÇÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ.çÒÕ��Á çÁÌÕÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.3. ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. çÒÕ��ÏÊ çÁÌÕÁ [K : k℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÒÕ��Á k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ K. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÇÒÕ��Õ çÁÌÕÁ ÞÅÒÅÚ Gal([K : k℄)ÉÌÉ ÞÅÒÅÚ Autk(K).÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ K
kK ËÁË K-ÁÌÇÅÂÒÕ, Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ K�, ÚÁÄÁÎÎÙÍÆÏÒÍÕÌÏÊ a(v1 
 v2) = av1 
 v2. �ÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ K� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ. ïÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ\�ÒÁ×ÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ", ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ a(v1 
 v2) = v1 
 av2.úÁÄÁÞÁ 11.21. ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍK-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× K 
k K �!K É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× ×K 
k K.úÁÄÁÞÁ 11.22. ðÕÓÔØ � : K 
k K �!K { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ K-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á k 
k K �K
kK { k-�ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � jk
kK ÚÁÄÁÅÔ k-ÌÉÎÅÊÎÙÊÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ K �!K.úÁÄÁÞÁ 11.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ k-ÌÉÎÅÊÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ K �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ � 2 Gal([K : k℄). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K 
k K �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ v1 
v2 �! v1�(v2).úÁÄÁÞÁ 11.24 (!). ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖ-ÄÕ Gal([K : k℄) É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× × K
kK. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏËÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ K ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ k.úÁÄÁÞÁ 11.25. ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, � 2 Gal([K : k℄) { ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ, Áe� { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ ×K
kK. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �l ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ (ÌÅ×ÏÅ) ÄÅÊÓÔ×ÉÅK� ÎÁ K 
k K, Á ÚÁ �r �ÒÁ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �l(a)e� = �r(�(a))e� .úÁÄÁÞÁ 11.26. ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á a 2 K { ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ Gal([K : k℄). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a
 1 = 1
 a × K 
k K.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 11.25.úÁÄÁÞÁ 11.27 (!). ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á a 2 K { ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Gal([K : k℄). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a 2 k.úÁÄÁÞÁ 11.28. ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á K 0 { �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ �ÏÌÅ, K � K 0 � k.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K 0 = KG0 , ÇÄÅ G0 � Gal([K : k℄) { ÇÒÕ��Á K 0-ÌÉÎÅÊÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× K, ÁKG0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G0-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : K 0℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁ-ÞÅÊ. 3



áÌÇÅÂÒÁ 11: �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁúÁÄÁÞÁ 11.29 (!). äÏËÁÖÉÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ: �ÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. �ÏÇÄÁ G0 �!KG0 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÏÄÇÒÕ�� G0 �Gal([K : k℄) É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ �ÏÄ�ÏÌÅÊ K � K 0 � k.úÁÄÁÞÁ 11.30. ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á K 0 { �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ �ÏÌÅ, K � K 0 �k. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×K 0 ! K É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Gal([K : k℄)=Gal([K : K 0℄) ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ Gal([K : k℄)�Ï �ÏÇÒÕ��Å Gal([K : K 0℄) � Gal([K : k℄).úÁÄÁÞÁ 11.31. îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕ��Õ çÁÌÕÁ [Q [pa℄ : Q ℄.úÁÄÁÞÁ 11.32 (!). ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á a 2 K { ÜÌÅÍÅÎÔ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ KÎÁÄ k (ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �1; �2; : : : ; �n { �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Gal([K : k℄), ÔÏ �1(a); �2(a); : : : �n(a) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k.úÁÄÁÞÁ 11.33 (!). ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á V � K { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÏÍÅÖÕ-ÔÏÞÎÙÈ �ÏÌÅÊ k � K 0 � K, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ k. ðÕÓÔØ ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏV 6= K.õËÁÚÁÎÉÅ. V ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k-�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × K, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ (ÎÁÄk) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ K ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ × ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ V 6= K.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ çÁÌÕÁ [K : k℄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ kÅÓÔØ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.úÁÄÁÞÁ 11.34 (!). ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 K�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ P (t) =Q�i2Gal([K:k℄) 2 (t� �i(a)) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × k.úÁÄÁÞÁ 11.35 (*). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (t) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ.úÁÄÁÞÁ 11.36 (!). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÒÕ��Õ ËÏÒÎÅÊ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÕÓÔØ � 2 C { �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊËÏÒÅÎØ ÓÔÅ�ÅÎÉ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á Gal([Q [�℄ : Q ℄) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å Aut(Z=nZ) Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ��Ù Z=nZ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ �ÏÒÑÄÏË.úÁÄÁÞÁ 11.37 (*). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n. ðÕÓÔØ P (t) =Q(t� �i), ÇÄÅ �i �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (t) ÉÍÅÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÙ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q .úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÕÇÏ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.úÁÄÁÞÁ 11.38 (*). òÁÚÌÏÖÉÔÅ xn � 1 ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÄ Q .úÁÄÁÞÁ 11.39. ðÕÓÔØ a1; : : : ; an 2 Z { ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [Q [pa1;pa2; : : : ;pan℄ : Q ℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.40. îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕ��Õ çÁÌÕÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 11.41 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ pa1;pa2; : : : ;pan ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Q .4



áÌÇÅÂÒÁ 11: �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑéÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÉÓÔËÏ× ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÅÝÉ �ÒÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ. ðÏÒÑÄÏË ËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÒÁ×ÅÎ pn, ÇÄÅ p { ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. îÁ ÌÀÂÏÍ �ÏÌÅ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÚÁÄÁÎÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, Fr : k �! k, x�! xp. ÷ ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÌÏÖÅÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ Fp ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÏÌÅ �ÏÒÑÄËÁ pn ÞÅÒÅÚ Fpn .úÁÄÁÞÁ 11.42. ðÕÓÔØ x 2 Fpn , x 6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xpn�1 = 1.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ (�ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÅÌÉÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÇÒÕ��Å).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) = tpn�1 � 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ pn � 1 ËÏÒÎÅÊ ×Fpn .úÁÄÁÞÁ 11.43 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q�2Fpn n0 = tpn�1 � 1.úÁÄÁÞÁ 11.44 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [Fpn : Fp ℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.45 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fr; Fr2; : : : ; F rn�1 { �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙFpn .úÁÄÁÞÁ 11.46 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gal([Fpn : Fp ℄) { �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ n.úÁÄÁÞÁ 11.47 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tpn�1�1 ÎÁÄ Fp ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏËpn.úÁÄÁÞÁ 11.48 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÅ �ÏÒÑÄËÁ pn ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÁ.úÁÄÁÞÁ 11.49 (!). ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÄ�ÏÌÑ × Fpn .úÁÄÁÞÁ 11.50 (!). ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × K ÅÓÔØ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ 11.33.�ÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ�ÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÑÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ;ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÑÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÄÅÌÅÎÉÑ) É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ n-ÊÓÔÅ�ÅÎÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.úÁÄÁÞÁ 11.51. ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á G0 � Gal([K : k℄)ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ [KG0 : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.52 (!). ðÕÓÔØ G0 � Gal([K : k℄) { ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��ÁGal([KG0 : k℄) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÕ Gal([K : k℄)=G0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.4. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ [K : k℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÕ��ÁçÁÌÕÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. 5



áÌÇÅÂÒÁ 11: �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁúÁÄÁÞÁ 11.53 (!). ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ [K : k℄ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : k℄ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ çÁÌÕÁ k = K0 � K1 � ::: � Kn = K,ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i, Gal([Ki : Ki�1℄) - �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á.úÁÄÁÞÁ 11.54 (*). ðÕÓÔØ �ÏÌÅ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ n, Á [K : k℄ { �ÏÌÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn � a, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ � { ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn � a. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ tn � a ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ�; ��; ��2; : : : ; ��p�1, ÇÄÅ � { ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ �× ��i, �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ��q × ��q+i.úÁÄÁÞÁ 11.55 (*). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n 2 N É n 2 Q . ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 1, ÄÅÌÑÝÅÇÏ n, a 2 QÎÅ ÒÁ×ÅÎ k-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÉËÁËÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Á [K : Q ℄ { �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁtn�a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ë ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, Á Gal([K : Q ℄) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓËÒÕÞÅÎÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Z=nZo Aut(Z=nZ).úÁÄÁÞÁ 11.56 (*). ðÕÓÔØ k { �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, Á [K : k℄ { �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁtn � a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ Gal([K : k℄) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1, ÍÙ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÄÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ K ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K 0, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍÜÔÉÈ ËÏÒÎÅÊ Ë k, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : K 0℄ É [K 0 : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ Ó ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉçÁÌÕÁ.úÁÄÁÞÁ 11.57. ðÕÓÔØ [K : k℄ { �ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ n, � { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÇÒÕ��ÙGal[K : k℄, � 2 k { �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÅ�ÅÎÉ n, Á � 2 K { �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ. îÁ�ÉÛÅÍ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÕ ìÁÇÒÁÎÖÁL = a + ��1�(a) + ��2�2(a) + � � �+ ��n+1�n�1(a)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(L) = �L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L 6= 0.úÁÄÁÞÁ 11.58 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Qn�1i=0 (t� �i(L)) = tn�Ln. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L �ÏÒÏÖÄÁÅÔ KÎÁÄ k, É ÞÔÏ Ln 2 k.õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ L �ÏÒÏÖÄÁÅÔ K ÎÁÄ k, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏGal[k[ npLn℄; k℄ = Z=nZ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k[L℄ ÎÁÄ k ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØK ÎÁÄ k.úÁÄÁÞÁ 11.59 (*). ðÕÓÔØ [K : k℄ { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ �ÏÒÑÄËÁ n, �ÒÉÞÅÍ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : k℄ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÑ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ a 2 k.úÁÄÁÞÁ 11.60 (*). (ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÌÕÁ) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ[K : k℄ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ tn�a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á Gal[K : k℄ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ P (t) 2 k[t℄ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. çÒÕ��ÏÊ çÁÌÕÁ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ ÅÇÏ�ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ çÁÌÕÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ P (t) = 0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ P (t) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.6



áÌÇÅÂÒÁ 11: �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.5. ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ x 2 � ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀÂÏÊ y 2 � �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏg 2 G.úÁÄÁÞÁ 11.61. ðÕÓÔØ G � Sn { �ÏÄÇÒÕ��Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÀ É ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ f1; 2; 3; : : : ; ng. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G = Sn.úÁÄÁÞÁ 11.62. ðÕÓÔØ P 2 k[t℄ { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, �1; : : : ; �n { ÅÇÏ ËÏÒÎÉ, É �ÕÓÔØ ×ÓÅÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ P ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ f�1; : : : ; �ng ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÏÂØÅÍ f�1; : : : ; �ng ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ Gal(P ). ðÕÓÔØ S ÔÁËÏÊËÌÁÓÓ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ Q�i2S(t� �i) ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × k, É ÄÅÌÉÔ P .úÁÄÁÞÁ 11.63 (!). ðÕÓÔØ P 2 Q [t℄ { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÏ×ÎÏn� 2 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ ÒÁ×ÎÁ Sn.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gal(P ) ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÒÎÑÈ P , Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ P É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÒÎÅÊ ËÁË ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ.úÁÄÁÞÁ 11.64 (!). (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ) ðÕÓÔØ Q = tn + tn�1an�1 + tn�2an�2 + � � � + a0 {ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ai ÄÅÌÑÔ ÚÁÄÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, Áa0 6 ...p2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q .úÁÄÁÞÁ 11.65 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q(t) = x5� 10x+5 { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ (ÎÁÄ Q ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÕËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÏ×ÎÏ 3 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ ÜÔÏ S5.úÁÄÁÞÁ 11.66 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x5 � 10x+ 5 = 0 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.
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