äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÌÇÅÂÒÁ 11: ôÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ

òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ

úÁÄÁÞÁ 11.1 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÐÏÌÉÎÏÍ P (t) ∈ K[t] ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ K, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ K[t]=P ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ P ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ n ËÏÐÉÊ K.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÈÏÖÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ Œ ÌÉÓÔËÅ 9.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.1. ðÕÓÔØ K { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k (ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË [K : k]). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ [K : k] ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ K ⊗_k K ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ) ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÐÉÊ K.

úÁÄÁÞÁ 11.2. ðÕÓÔØ P (t) ∈ k[t] { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÉÊ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ K = k[t]=P . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [Q [ √ −1 ] : Q] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.4. ðÕÓÔØ [k : Q] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 (Ô.Å. K ÄŒÕÍÅÒÎÏ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.5 (!). ðÕÓÔØ p ÐÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ “ ÓÔÅÐÅÎÉ p, [Q [“] : Q ] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.6 (*). âÕÄÅÔ ÌÉ [Q [^3 √ 2] : Q] ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ?

úÁÄÁÞÁ 11.7 (*). ðÕÓÔØ F { ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, Á k = F (z) { ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁÄ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ P (t) = t^p − z ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [k[t]=P : k] { ÎÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.8. ðÕÓÔØ K_1 ⊃ K_2 ⊃ K_3 { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

K_2 ⊗_{K3} K_1 ∼= (K_2 ⊗_{K3} K_2) ⊗_{K2} K_1:

úÁÄÁÞÁ 11.9. ðÕÓÔØ K_1 ⊃ K_2 ⊃ K_3 { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

K_1 ⊗_{K2} (K_2 ⊗_{K2} ⊗_{K3} K_2) ⊗_{K2} K_1 ∼= K_1 ⊗_{K3} K_1:

úÁÄÁÞÁ 11.10 (!). ðÕÓÔØ K_1 ⊃ K_2 ⊃ K_3 - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ [K_1 : K_2] É [K_2 : K_3] - ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K_1 : K_3] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q[^3 √ 2;^{√−3−1}_2 ] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.12. ðÕÓÔØ K_1 ⊃ K_2 ⊃ K_3 { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

K_1 ⊗_{K3} K_1 −→ K_1 ⊗_{K2} K_1

{ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ.

úÁÄÁÞÁ 11.13 (!). ðÕÓÔØ K_1 ⊃ K_2 ⊃ K_3 { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ [K_1 : K_3] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K_1 : K_2] { ÔÏÖÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 9.28 ÌÉÓÔËÁ áÌÇÅÂÒÁ 9.

úÁÄÁÞÁ 11.14. ðÕÓÔØ P ∈ k[t] { ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ðÏÌÏÖÉÍ K_1 = k, É ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, K_l ⊃ K_{l−1} ⊃ · · · ⊃ K_1, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ K_j ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ. òÁÚÌÏÖÉÍ P ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ P = ∏ P_i Œ K_j . åÓÌÉ ŒÓÅ P_i ÌÉÎÅÊÎÙ, ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÌÉ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÕÓÔØ P_0 { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌØ P ÓÔÅÐÅÎÉ > 1. œÏÚØÍÅÍ K_{j+1} = K_j[t]=P_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ É ÄÁÓÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ K ⊃ k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.2. üÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .

úÁÄÁÞÁ 11.15 (!). ðÕÓÔØ K { ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) ∈ k[t]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÐÏÌÀ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ k, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÓÅÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ P .

úÁÄÁÞÁ 11.16. ðÕÓÔØ P (t) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÅÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n!.

úÁÄÁÞÁ 11.17. ðÕÓÔØ P ∈ k[t] { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÉÊ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ k, É ÐÕÓÔØ [K : k] { ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Á K_l ⊃ K_{l−1} ⊃ · · · ⊃ K_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ⊗_{Ki−1} K_i ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÐÉÊ ë.

õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ úÁÄÁÞÉ 11.1.

úÁÄÁÞÁ 11.18 (!). ðÕÓÔØ P (t) ∈ k[t] { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÉÊ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ k (ÔÁËÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ), Á K { ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 11.19 (*). ðÕÓÔØ P (t) ∈ k[t] { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ P ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ P (t) = t^n + a_{n−1}t^{n−1} + : : : ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ

P^′(t) = nt^{n−1} + (n − 1)a_{n−1}t^{n−2} + · · · + 2a_2t + a_1:

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (P Q)^′ = P Q^′ + Q^′P , É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ P^′(t) ÄÌÑ P = (t − b_1) : : : (t − b_n).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.20 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÑ k (ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ) É ÔÁËÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ∈ k[t], ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ.

çÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.3. ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. çÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ [K : k] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ K. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÞÅÒÅÚ Gal([K : k]) ÉÌÉ ÞÅÒÅÚ Aut_k(K).

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ K ⊗_k K ËÁË K-ÁÌÇÅÂÒÕ, Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ K^∗, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ a(v_1 ⊗ v_2) = av_1 ⊗ v_2. ôÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ K^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ. ïÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ \ÐÒÁŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ", ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ a(v_1 ⊗ v_2) = v_1 ⊗ av_2.

úÁÄÁÞÁ 11.21. ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ K-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ K ⊗_k K −→ K É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ Œ K ⊗_k K.

úÁÄÁÞÁ 11.22. ðÕÓÔØ — : K ⊗_k K −→ K { ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ K-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á k ⊗_k K ⊂ K ⊗_k K { k-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ — |_{k⊗kK} ÚÁÄÁÅÔ k-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ K −→ K.

úÁÄÁÞÁ 11.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ k-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ K ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ∈ Gal([K : k]). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K ⊗_k K ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ v_1 ⊗ v_2 −→ v_1(v_2).

úÁÄÁÞÁ 11.24 (!). ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖ- ÄÕ Gal([K : k]) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ Œ K ⊗_k K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ K ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k.

úÁÄÁÞÁ 11.25. ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ∈ Gal([K : k]) { ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ, Á e_˚ { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ Œ K⊗_k K. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ —_l ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ (ÌÅŒÏÅ) ÄÅÊÓÔŒÉÅ K^∗ ÎÁ K ⊗_k K, Á ÚÁ —_r ÐÒÁŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ —_l(a)e_˚ = —_r((a))e_˚ .

úÁÄÁÞÁ 11.26. ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á a ∈ K { ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ Gal([K : k]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a ⊗ 1 = 1 ⊗ a Œ K ⊗_k K.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 11.25.

úÁÄÁÞÁ 11.27 (!). ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á a ∈ K { ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Gal([K : k]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a ∈ k.

úÁÄÁÞÁ 11.28. ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á K^′ { ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, K ⊃ K^′ ⊃ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K^′ = K^{G′} , ÇÄÅ G^′ ⊂ Gal([K : k]) { ÇÒÕÐÐÁ K^′-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ K, Á K^{G′} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G^′-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : K^′] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁ- ÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 11.29 (!). äÏËÁÖÉÔÅ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ: ÐÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. ôÏÇÄÁ G^′ −→ K^{G′} ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐ G^′ ⊂ Gal([K : k]) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ K ⊃ K^′ ⊃ k.

úÁÄÁÞÁ 11.30. ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á K^′ { ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, K ⊃ K^′ ⊃ k. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ K^′ → K É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Gal([K : k])= Gal([K : K^′]) ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ Gal([K : k]) ÐÏ ÐÏÇÒÕÐÐÅ Gal([K : K^′]) ⊂ Gal([K : k]).

úÁÄÁÞÁ 11.31. îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ [Q[ √ a] : Q ].

úÁÄÁÞÁ 11.32 (!). ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á a ∈ K { ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ K ÎÁÄ k (ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ _1; _2; : : : ; _n { ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Gal([K : k]), ÔÏ _1(a); _2(a); : : : _n(a) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k.

úÁÄÁÞÁ 11.33 (!). ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á V ⊂ K { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÏÍÅÖÕ- ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ k ⊂ K^′ ⊂ K, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ k. ðÕÓÔØ ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ≠ K.

õËÁÚÁÎÉÅ. V ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k-ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ K, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ (ÎÁÄ k) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ K ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ V ≠ K.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ çÁÌÕÁ [K : k] ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k ÅÓÔØ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

úÁÄÁÞÁ 11.34 (!). ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ K ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ P (t) = ∏ ˚_i∈Gal([K:k]) ∈ (t − i(a)) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ k.

úÁÄÁÞÁ 11.35 (*). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (t) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 11.36 (!). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ËÏÒÎÅÊ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÕÓÔØ ∈ C { ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Gal([Q [] : Q ]) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Aut(Z=nZ) ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ Z=nZ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÐÏÒÑÄÏË.

úÁÄÁÞÁ 11.37 (*). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n. ðÕÓÔØ P (t) = ∏ (t − _i), ÇÄÅ _i ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (t) ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÕÇÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 11.38 (*). òÁÚÌÏÖÉÔÅ x^n − 1 ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÄ Q.

úÁÄÁÞÁ 11.39. ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n ∈ Z { ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [Q [ √ a_1; √ a_2; : : : ; √ a_n] : Q ] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.40. îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 11.41 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ √ a_1; √ a_2; : : : ; √ a_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Q .

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÉÓÔËÏŒ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ŒÅÝÉ ÐÒÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ. ðÏÒÑÄÏË ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁŒÅÎ p^n, ÇÄÅ p { ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. îÁ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, F r : k −→ k, x −→ x^p. œ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ŒÌÏÖÅÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F_p ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÐÏÌÅ ÐÏÒÑÄËÁ p^n ÞÅÒÅÚ F_pn .

úÁÄÁÞÁ 11.42. ðÕÓÔØ x ∈ F_pn , x ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x^{pn−1} = 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÅÌÉÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) = t^{pn−1} − 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ p^n − 1 ËÏÒÎÅÊ Œ F_pn .

úÁÄÁÞÁ 11.43 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∏ ¸∈F_pn \0 = t p^n−1 − 1.

úÁÄÁÞÁ 11.44 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [F_pn : F_p ] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.45 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F r; F r^2; : : : ; F r^{n−1} { ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ F_pn .

úÁÄÁÞÁ 11.46 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gal([F_pn : F_p ]) { ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ n.

úÁÄÁÞÁ 11.47 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t^{pn−1}−1 ÎÁÄ F_p ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË p^n.

úÁÄÁÞÁ 11.48 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÐÏÒÑÄËÁ p^n ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ. úÁÄÁÞÁ 11.49 (!). ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÐÏÄÐÏÌÑ Œ F_pn .

úÁÄÁÞÁ 11.50 (!). ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ K ÅÓÔØ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ 11.33.

ôÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ

ôÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ; ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÌØÚÑ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÄÅÌÅÎÉÑ) É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 11.51. ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ G^′ ⊂ Gal([K : k]) ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ [K^{G′} : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.52 (!). ðÕÓÔØ G^′ ⊂ Gal([K : k]) { ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Gal([K^{G′} : k]) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÕ Gal([K : k])=G^′.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.4. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ [K : k] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 11.53 (!). ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ [K : k] ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : k] ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ çÁÌÕÁ k = K_0 ⊂ K_1 ⊂ ::: ⊂ K_n = K, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i, Gal([K_i : K_{i−1}]) - ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.54 (*). ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n, Á [K : k] { ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t^n − a, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ¸ { ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t^n − a. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ t^n − a ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ¸; ¸; ¸^2; : : : ; ¸^{p−1}, ÇÄÅ { ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ¸ Œ ¸^i, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ¸^q Œ ¸^{q+i}.

úÁÄÁÞÁ 11.55 (*). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n ∈ N É n ∈ Q. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 1, ÄÅÌÑÝÅÇÏ n, a ∈ Q ÎÅ ÒÁŒÅÎ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉËÁËÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Á [K : Q ] { ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t^n −a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ë ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á Gal([K : Q ]) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ Z=nZ ⋊ Aut(Z=nZ).

úÁÄÁÞÁ 11.56 (*). ðÕÓÔØ k { ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, Á [K : k] { ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t^n − a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ Gal([K : k]) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1, ÍÙ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K^′, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ËÏÒÎÅÊ Ë k, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : K^′] É [K^′ : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ Ó ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ çÁÌÕÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.57. ðÕÓÔØ [K : k] { ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ n, { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÇÒÕÐÐÙ Gal[K : k], ∈ k { ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n, Á ¸ ∈ K { ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. îÁÐÉÛÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ

L = a + ^{−1}(a) + ^{−2}^2(a) + · · · + ^{−n+1}^{n−1}(a)

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (L) = L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 11.58 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∏_{n−1} i=0 (t − ^i(L)) = t^n − L^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ K ÎÁÄ k, É ÞÔÏ L^n ∈ k.

õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ L ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ K ÎÁÄ k, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ Gal[k[^n √ L^n]; k] = Z=nZ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k[L] ÎÁÄ k ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ K ÎÁÄ k.

úÁÄÁÞÁ 11.59 (*). ðÕÓÔØ [K : k] { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÐÒÉÞÅÍ k ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [K : k] ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÑ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ a ∈ k.

úÁÄÁÞÁ 11.60 (*). (ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÌÕÁ) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ [K : k] ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ t^n − a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ Gal[K : k] ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ P (t) ∈ k[t] { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. çÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ çÁÌÕÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ P (t) = 0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ P (t) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.5. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ˚. äÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ x ∈ ˚ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÏÊ y ∈ ˚ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ g ∈ G.

úÁÄÁÞÁ 11.61. ðÕÓÔØ G ⊂ S_n { ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ É ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ {1; 2; 3; : : : ; n}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G = S_n.

úÁÄÁÞÁ 11.62. ðÕÓÔØ P ∈ k[t] { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, _1; : : : ; _n { ÅÇÏ ËÏÒÎÉ, É ÐÕÓÔØ ŒÓÅ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ P ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ {_1; : : : ; _n} ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÏÂØÅÍ {_1; : : : ; _n} ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ Gal(P ). ðÕÓÔØ S ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ ∏ ¸_i∈S (t − i) ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ k, É ÄÅÌÉÔ P .

úÁÄÁÞÁ 11.63 (!). ðÕÓÔØ P ∈ Q [t] { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÏŒÎÏ n − 2 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÒÁŒÎÁ S_n.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gal(P ) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÒÎÑÈ P , Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ P É ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÒÎÅÊ ËÁË ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 11.64 (!). (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ) ðÕÓÔØ Q = t^n + t^{n−1}a_{n−1} + t^{n−2}a_{n−2} + · · · + a_0 { ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ a_i ÄÅÌÑÔ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, Á a_0 . .p^2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q .

úÁÄÁÞÁ 11.65 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q(t) = x^5 − 10x + 5 { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ (ÎÁÄ Q ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÏŒÎÏ 3 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÜÔÏ S_5.

úÁÄÁÞÁ 11.66 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^5 − 10x + 5 = 0 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.