
áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙáÒÔÉÎÏ×Ù ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÌÉÓÔËÅ 9 ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ R �= �ieiRi, ÇÄÅ ei { ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ, Á eiR { ÁÒÔÉÎÏ×ÏËÏÌØ�Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ×, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.úÁÄÁÞÁ 12.1 (!). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ×, Á k ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏ, ÔÏ R = k.úÁÄÁÞÁ 12.2 (!). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ×, Á k ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R = k � n, ÇÄÅ n { ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R=n �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏ, É �ÒÉÍÅÎÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.úÁÄÁÞÁ 12.3 (!). ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ R = Rss�n, ÇÄÅ Rss { �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï �ÏÄËÏÌØ�Ï × R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Rss � RÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 12.4 (*). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ k ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ?÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 12.5 (!). ðÕÓÔØ R �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, Á R�!R0 { ÓÀÒØÅË-ÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R0 { ÔÏÖÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÈÏÖÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÌÉÓÔËÅ áÌÇÅÂÒÁ 9.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.1. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ R ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ R × End(V ), ÇÄÅ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k.úÁÄÁÞÁ 12.6. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R�! End(R), ÚÁ-ÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ r 7! (v �! rv). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 12.7. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ k, Á V { ËÏÎÅÞ-ÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V �= Rn, ÔÏ ÅÓÔØ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅR) ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏ�ÉÊ R.úÁÄÁÞÁ 12.8. ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× H ÎÁÄ R. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ H n .
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áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙúÁÄÁÞÁ 12.9. ðÕÓÔØ G { ÇÒÕ��Á, k { �ÏÌÅ. çÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ G ÎÁÄ k (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑk[G℄) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ó×ÏÂÏÄÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ×ÉÄÁP�igi (�i 2 k, gi 2 G), Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(X�igi)(X�0jg0j) =Xi;j �i�0jgig0j:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù GÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.úÁÄÁÞÁ 12.10 (!). ðÕÓÔØ G1; G2 { ÇÒÕ��Ù, Á k[G1�G2℄ { ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[G1 �G2℄ �= k[G1℄
 k[G2℄.úÁÄÁÞÁ 12.11 (!). ðÕÓÔØ G = (Z=2Z)n { �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ n ËÏ�ÉÊ Z=2Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[G℄ �=k�2n (�ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ 2n ËÏ�ÉÊ k).õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[Z=2Z℄�= k�k, Á ÚÁÔÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ k[G1�G2℄ �=k[G1℄
 k[G2℄.úÁÄÁÞÁ 12.12 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Õ ëÌÅÊÎÁ (�ÏÄÇÒÕ��Õ �ÏÒÑÄËÁ 8 × Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÈ, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÕÀ ÉÚ f�1;�I;�J;�Kg). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ R ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ H � R �R � R � R.úÁÄÁÞÁ 12.13 (*). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, Á k { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[G℄ { �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ k. ÷Ù×ÅÄÉÔÅÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ k[G℄ { �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ jGj ËÏ�ÉÊ k.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ × ÌÉÓÔËÅ 9: ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï R ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÅÄ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ R ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.úÁÄÁÞÁ 12.14 (*). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, k { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, Á � : G�! End(V ) { �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ VÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ÚÁÄÁÞÅÊ 12.5.úÁÄÁÞÁ 12.15 (*). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, Á R[G℄ { ÅÅ ÇÒÕ��Ï×ÏÅ ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ R.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R[G℄ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏ�ÉÊ R É C .úÁÄÁÞÁ 12.16 (*). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, Á � : G�! End(V ) { �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ G ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.úÁÄÁÞÁ 12.17 (!). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, Á � : G�! End(V ) { ÅÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × V ÎÁÊÄÅÔÓÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ.ðÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ìÅÇ-ËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ h1; A; A2; A3; : : : h� End(V ), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ A, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.2



áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.2. ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑÉÍ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × End(V ) �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ.úÁÄÁÞÁ 12.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ �Ï-ÌÕ�ÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ.úÁÄÁÞÁ 12.19 (!). ðÕÓÔØ k � k { Ä×Á �ÏÌÑ, �ÒÉÞÅÍ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, É �ÕÓÔØ V { ËÏ-ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ V 
k k ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ End(V ) 
k k ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Endk(V 
k k). üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ End(V )�! Endk(V 
k k). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V )�ÏÌÕ�ÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × V 
k k ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ.úÁÄÁÞÁ 12.20. ðÕÓÔØ V { Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Á A 2 End(V ) { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔ.úÁÄÁÞÁ 12.21 (*). ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Á A 2End(V ) { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔ.úÁÄÁÞÁ 12.22 (*). ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, Á A 2 End(V ){ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÏÎ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.3. üÌÅÍÅÎÔ ÁÒÔÉÎÏ×ÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÎÁÄ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ�ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÕÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ × R.úÁÄÁÞÁ 12.23. ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÎÁÄ k, Á r 2 R { �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ R�! End(V ), r �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V .õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.5.úÁÄÁÞÁ 12.24 (!). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ, Á A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÇÏ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, A = Ass+An, ËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, É Ass, An �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ 12.3.úÁÄÁÞÁ 12.25 (*). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ?úÁÄÁÞÁ 12.26 (!). ðÕÓÔØ A { ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, AÆ { ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A É AÆ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.úÁÄÁÞÁ 12.27 (**). ðÕÓÔØ (V; g) { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, �ÕÓÔØ A { ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Á A = Ass + An { ÅÇÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ × �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÕÀ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÕÀ ÞÁÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ass, An ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ.úÁÄÁÞÁ 12.28 (*). íÏÖÅÔ ÌÉ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÄ C ÂÙÔØ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ?
3



áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ�ÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉðÕÓÔØ k { ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ, k(t) { �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ k, V { n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k, Á B(t) 2 End(V )[t℄ { �ÏÌÉÎÏÍ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × End(V ). îÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ × ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ det(B(t)) { �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ t (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 8). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ B(t) ËÁË k(t)-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V 
 k(t) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ �n�1(V 
 k(t)) ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊB(t), É �ÕÓÔØ �B(t) { ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ�n�1(V 
 k(t))
 V 
 k(t)�! detV 
 k(t)ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V 
 k(t). ÷ ÌÉÓÔËÅ 7 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ B(t) �B(t) = �B(t)B(t) = det(B(t)) IdV .úÁÄÁÞÁ 12.29. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �B(t) ÜÔÏ End(V )-ÚÎÁÞÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ: �B(t) 2End(V )[t℄.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ �B(t) ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÏÒÙ B(t).úÁÄÁÞÁ 12.30. ðÕÓÔØ A 2 End(V ). ðÒÉÍÅÎÉ× ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë B = t � A, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(t � A) �(t� A) = ChpolyA(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �(t� A) 2 End(V )[t℄ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó A.úÁÄÁÞÁ 12.31. ðÕÓÔØ R � End(V ) { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z(R) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A0 2 End(V ), ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ r 2 R (ÜÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z(R) { �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × End(V ).úÁÄÁÞÁ 12.32. ðÕÓÔØ R 2 End(V ) { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, A1 2 Z(A) { ÜÌÅÍÅÎÔ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁ-ÔÏÒÁ R, R[t℄ { ÁÌÇÅÂÒÁ R-ÚÎÁÞÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, Á R[t℄ '�! R0 { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ R[A1℄ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ End(V ), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ R É A1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ '0 : R[A1℄�!R0, ÞÔÏ '0��R = '��R É '0(A1) = '(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ '0.úÁÄÁÞÁ 12.33. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ðÒÉÍÅÎÉ× �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ,�ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z(A)[t℄ 	�! Z(A), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ t × A, É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÁ Z(A).úÁÄÁÞÁ 12.34 (!). (�ÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (t � A) �(t� A) =ChpolyA(t) × Z(A)[t℄. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 	, �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ End(V ):ChpolyA(A) = 0:úÁÄÁÞÁ 12.35 (*). ðÕÓÔØ A;B 2 EndV { ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔÄ×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Q(t1; t2) = det(t1A + t2B), ÇÄÅ t1A + t2B ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ V 
k k(t1; t2), Á k(t1; t2) = k(t1)(t2) { �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ k(t1).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q(t1; t2) { �ÏÌÉÎÏÍ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å End VÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Q(�B;A) = 0.úÁÄÁÞÁ 12.36 (!). ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k. ðÕÓÔØ f�1; : : : ; �ng { ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V�i ×ÓÅÈ v 2 V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ(A��i)mi(v) = 0, ÇÄÅ mi { ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ �i �ÏÌÉÎÏÍÁ ChpolyA(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = �V�i ,ÇÄÅ �i �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ A.4



áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙõËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉúÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V�i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.4. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× 1; A; A2; � � � 2End(V ). ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï h1; A; A2; : : : i ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i ×ÓÅ Ai×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÕ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ: AN = Pl�1i=0 �iAi, ÇÄÅ �i 2 k, l = dimh1; A; A2; : : : i.úÁ�ÉÛÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ Al: Al + Pl�1i=0 �iAi = 0. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ P (t) =tl + �l�1tl�1 + � � �+ �0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ MinpolyA(t).úÁÄÁÞÁ 12.37 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ End(V ) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:MinpolyA(A) = 0:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÉÎÏÍ Q(t) = tm+�m�1tl�1+ � � �+�0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q(A) = 0, ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ MinpolyA(t).úÁÄÁÞÁ 12.38. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÅÇÏ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ.úÁÄÁÞÁ 12.39. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ MinpolyA(t) = tn.Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁMinpolyA(t) = t2 � t.úÁÄÁÞÁ 12.40. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k, Á V = �V�i { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V × ÓÕÍÍÕËÏÒÎÅ×ÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÕÓÔØ P (t) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ A, Á Pi(t) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ�ÏÌÉÎÏÍÙ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ A ÎÁ V�i . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (t) = P1(t)P2(t) : : : . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏPi(t) = (t� �i)k, ÇÄÅ k 6 dimV�i .õËÁÚÁÎÉÅ. �Ï, ÞÔÏ Pi(t) = (t � �i)k, ÑÓÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A � �i ÎÁ V�i ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ.�Ï, ÞÔÏ P (t) = P1(t)P2(t) : : : ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ Pj(A) j 6= i) ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÎÁ V�i.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÁËÉÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÎÏ, É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ.úÁÄÁÞÁ 12.41. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ MinpolyA(t) = (t � �)n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ AÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ù 0BBBBBBBBB�
� 1 0 : : : : : : : : : : : 00 � 1 0 : : : : : : 00 0 � 1 0 : : : 0... ... ... . . . ... ... ...0 0 : : : : : : � 1 00 0 : : : : : : : : : � 10 0 : : : : : : : : : : : : : : �
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áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙõËÁÚÁÎÉÅ. úÁÍÅÎÉ× A ÎÁ A � � IdV , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ MinpolyA(t) = tn. ÷ÏÚØÍÉÔÅ ÔÁËÏÊ×ÅËÔÏÒ v 2 V , ÞÔÏ (A��)n�1(v) 6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ v; A(v); A2(v); : : : ; An�1(v) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ× V , É × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ (12.1).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÏÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅÞÅÒÅÚ J(n; �).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.5. ðÕÓÔØ e1; : : : ; en { ÂÁÚÉÓ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á Aji { ÍÁÔÒÉ�Á ÌÉ-ÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e1; : : : ; en ÒÁÚÂÉÔÙ × ÇÒÕ�-�Ù (ÂÌÏËÉ) [e1; : : : ; ek1 ℄[ek1+1; : : : ; ek2℄ : : : , �ÒÉÞÅÍ A �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ei × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ-�ÉÀ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÔÏÍ ÖÅ ÂÌÏËÅ. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÕÓËÏ×ÒÁÚÍÅÒÁ ki � ki�1, Á ×ÎÅ ÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÕÌÉ:0BBBBBBBBBBBBBB�
� : : : � 0 : : : 0 0 : : : 0... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...� : : : � 0 : : : 0 0 : : : 00 : : : 0 � : : : � 0 : : : 0... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...0 : : : 0 � : : : � 0 : : : 00 : : : 0 0 : : : 0 � : : : �... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...0 : : : 0 0 : : : 0 � : : : �

1CCCCCCCCCCCCCCA�ÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ.úÁÄÁÞÁ 12.42. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÌÉ-ÎÏÍ MinpolyA(t) ÒÁ×ÅÎ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍÕ �ÏÌÉÎÏÍÕ ChpolyA(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍÂÁÚÉÓÅ A ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈËÌÅÔÏË J(ni; �i), �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ �i ÒÁÚÎÙÅ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØÀ Minpoly É Chpoly �ÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ V ×ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅ×ÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Ó×ÅÄÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ V = V�i. �Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÔÅ 12.41.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.6. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ × ×ÉÄÅ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË. üÔÁ ÚÁ�ÉÓØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÖÏÒ-ÄÁÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ.óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, Á �ÏÔÏÍ { ÅÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. íÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.úÁÄÁÞÁ 12.43. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Ó ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊÆÏÒÍÏÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ËÌÅÔÏË J(0; n1); : : : ; J(0; nk). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË × ÖÏÒÄÁÎÏ-×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ A ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V=AV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AjV=Aj+1V{ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË J(0; ni) Ó nj > j. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÉÌØ-�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÌÅÔÏË.úÁÄÁÞÁ 12.44 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÌÅÔÏË.6



áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙõËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ V × ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅ×ÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Ó×ÅÄÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ V =V�i . úÁÍÅÎÑÑ A ÎÁ A � �i, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. �Å�ÅÒØ ×ÓÅÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.7. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ A �ÉËÌÉ-ÞÅÓËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ V , ÅÓÌÉ × v ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ v; Av; A2v; A3v; : : : �ÏÒÏÖÄÁÅÔV .úÁÄÁÞÁ 12.45. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ MinpolyA(t) = ChpolyA(t).õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ, ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ MinpolyA(t) ÒÁ×ÎÁ dimV ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉChpolyA(t).úÁÄÁÞÁ 12.46. ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÔÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕA-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A�ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ë ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.42.íÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ É ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.8. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØ�Ï. íÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á í , ÎÁ-ÄÅÌÅÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ R�M �!M , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ(i) äÌÑ ÌÀÂÙÈ � 2 R, u; v 2 M , ÉÍÅÅÍ �(u + v) = �u + �v. äÌÑ ÌÀÂÙÈ �1; �2 2 R, u 2 M ,ÉÍÅÅÍ (�1 + �2)u = �1u+ �2u (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ).(ii) äÌÑ ÌÀÂÙÈ �1; �2 2 R, u 2M , ÉÍÅÅÍ �1(�2u) = (�1�2)u (ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ).(iii) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 2M , ÉÍÅÅÍ 1v = v, ÇÄÅ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉ�Õ × R.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ. íÎÏÇÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÑÄÒÏ, ÏÂÒÁÚ, ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ.úÁÄÁÞÁ 12.47. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ R ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ MËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k � R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ rËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R�! Endk(M). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.úÁÄÁÞÁ 12.48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑÎÁÄ Z.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Ù Rn ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R, Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ r � (x1; : : : ; xn) = (rx1; : : : ; rxn). üÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. æÁËÔÏÒ Rn �Ï�ÏÄÍÏÄÕÌÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. åÓÌÉ M ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÆÁËÔÏÒÓ×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ �Ï ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ �ÏÄÍÏÄÕÌÀ, ÔÏ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÍÙÍ. 7



áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.10. ðÕÓÔØ ' :M !M 0 { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ R.ëÏÑÄÒÏÍ' (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Coker') ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ M 0 �Ï ÏÂÒÁÚÕ '.úÁÄÁÞÁ 12.49. ðÕÓÔØM { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏM ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÍ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× m1; : : : ; mN ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ M�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ, m = r1m1 + � � �+ rNmN , r1; : : : ; rN 2 R.úÁÄÁÞÁ 12.50. ðÕÓÔØ M { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÑÄÒÕ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' : RN ! RM Ó×ÏÂÏÄÎÙÈR-ÍÏÄÕÌÅÊ.úÁÄÁÞÁ 12.51 (!). ðÕÓÔØ k �ÏÌÅ, ÁM { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[t℄, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ É ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ k[t℄.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅM ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k, ×ÙÂÅÒÉÔÅ ÂÁÚÉÓm1; : : : ; mM 2M , É ×ÏÚØÍÉÔÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. úÁÔÅÍ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ' :M 
k k[t℄!M �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ mi 
 t� tmi 
 1.úÁÄÁÞÁ 12.52 (!). ðÕÓÔØM { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏM ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÁÉ ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ Z.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÉÔÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ m1; : : : ; mN 2 M ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ M .úÁÄÁÞÁ 12.53. ðÕÓÔØ R { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØ�Ï, Á V { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ËÁË ËÏÑÄÒÏÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (R)n '�! (R)m. úÁ�ÉÛÅÍ ' ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Aij Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × R. ðÕÓÔØ Bij {ÍÁÔÒÉ�Á, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ R ÇÁÕÓÓÏ×ÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ É �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ (ÓÍ.ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 7). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÑÄÒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏBij.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.11. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØ�Ï, Á a 2 R { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ aR ËÁËÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ R=aR.úÁÄÁÞÁ 12.54. ðÕÓÔØ M { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.úÁÄÁÞÁ 12.55. ðÕÓÔØM { k[t℄-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v 2 M , v; tv; t2v; t3v; : : : �ÏÒÏÖÄÁÀÔ M .úÁÄÁÞÁ 12.56 (!). ðÕÓÔØ R { ÔÁËÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ n�m Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ × R ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ �Ï ÓÔÒÏËÁÍÉ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØÎÁÄ R ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ (R)n '�! (R)n ÚÁÄÁÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, Ó aii ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÔÏ ËÏÑÄÒÏÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �iR=aiiRúÁÄÁÞÁ 12.57 (!). ðÕÓÔØ R { Å×ËÌÉÄÏ×Ï ËÏÌØ�Ï (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ n�m Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ R ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÇÁÕÓ-ÓÏ×ÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ É �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R { �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ × ÌÉÓÔËÅ áÌÇÅÂÒÁ 7.8



áÌÇÅÂÒÁ 12: �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙúÁÄÁÞÁ 12.58 (!). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G { �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��.úÁÄÁÞÁ 12.59 (!). ðÕÓÔØ V { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[t℄, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V {�ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. ëÏÌØ�Ï k[t℄ Å×ËÌÉÄÏ×Ï, Á V ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎ É ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 12.51.úÁÄÁÞÁ 12.60 (!). ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ× �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ A-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �É-ËÌÉÞÅÓËÉ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ A �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ËÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ k[t℄ ÎÁ V , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ P (t)(v) = P (A)v. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ V ÂÕÄÅÔ k[t℄-ÍÏÄÕÌÅÍ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ V × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ: V = �Vi.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ Vi A-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ, É A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÎÉÈ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ.úÁÄÁÞÁ 12.61 (*). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï É ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÉÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁ-ÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.
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