äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÌÇÅÂÒÁ 12: ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

áÒÔÉÎÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ

ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÌÉÓÔËÅ 9 ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ R ∼= ⊕_ie_iR_i, ÇÄÅ e_i { ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ, Á e_iR { ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 12.1 (!). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ, Á k ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ, ÔÏ R = k.

úÁÄÁÞÁ 12.2 (!). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ, Á k ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R = k ⊕ n, ÇÄÅ n { ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R=n ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.

úÁÄÁÞÁ 12.3 (!). ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ R = R_{ss} ⊕n, ÇÄÅ R_{ss} { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R_{ss} ⊂ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 12.4 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ k ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ?

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 12.5 (!). ðÕÓÔØ R ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á R −→ R^′ { ÓÀÒØÅË- ÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R^′ { ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÈÏÖÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÌÉÓÔËÅ áÌÇÅÂÒÁ 9.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.1. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ R ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ R Œ End(V ), ÇÄÅ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k.

úÁÄÁÞÁ 12.6. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R −→ End(R), ÚÁ- ÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ r → (v −→ rv). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 12.7. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ k, Á V { ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ∼= R^n, ÔÏ ÅÓÔØ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ R) ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÐÉÊ R.

úÁÄÁÞÁ 12.8. ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H ÎÁÄ R. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ H^n .

úÁÄÁÞÁ 12.9. ðÕÓÔØ G { ÇÒÕÐÐÁ, k { ÐÏÌÅ. çÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ G ÎÁÄ k (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ k[G]) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ŒÉÄÁ ∑ –_ig_i (–_i ∈ k, g_i ∈ G), Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ( ∑ –_ig_i)( ∑ –^′_j g^′_j) = ∑ i;j –_i–^′_j g_ig^′_j:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

úÁÄÁÞÁ 12.10 (!). ðÕÓÔØ G_1; G_2 { ÇÒÕÐÐÙ, Á k[G_1 ×G_2] { ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[G_1 × G_2] ∼= k[G_1] ⊗ k[G_2].

úÁÄÁÞÁ 12.11 (!). ðÕÓÔØ G = (Z=2Z)^n { ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n ËÏÐÉÊ Z=2Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[G] ∼= k^{⊕2n} (ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ 2^n ËÏÐÉÊ k).

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[Z=2Z] ∼= k⊕k, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ k[G_1×G_2] ∼= k[G_1] ⊗ k[G_2].

úÁÄÁÞÁ 12.12 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ ëÌÅÊÎÁ (ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÐÏÒÑÄËÁ 8 Œ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÈ, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÕÀ ÉÚ {±1; ±I; ±J; ±K}). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ R ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ H ⊕ R ⊕ R ⊕ R ⊕ R. úÁÄÁÞÁ 12.13 (*). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á k { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k[G] { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ k. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ k[G] { ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ |G| ËÏÐÉÊ k.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ ÌÉÓÔËÅ 9: ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ R ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÅÄ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ R ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

úÁÄÁÞÁ 12.14 (*). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, k { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, Á ȷ : G −→ End(V ) { ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ÚÁÄÁÞÅÊ 12.5.

úÁÄÁÞÁ 12.15 (*). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á R[G] { ÅÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R[G] ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÐÉÊ R É C .

úÁÄÁÞÁ 12.16 (*). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á ȷ : G −→ End(V ) { ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ G ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ G- ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

úÁÄÁÞÁ 12.17 (!). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á ȷ : G −→ End(V ) { ÅÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ V ÎÁÊÄÅÔÓÑ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ.

ðÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ìÅÇ- ËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ⟨1; A; A^2; A^3; : : : ⟨⊂ End(V ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ A, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.2. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ End(V ) ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 12.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÏ- ÌÕÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.19 (!). ðÕÓÔØ k ⊂ k { ÄŒÁ ÐÏÌÑ, ÐÒÉÞÅÍ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, É ÐÕÓÔØ V { ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ V ⊗_k k ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ End(V ) ⊗_k k ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ End_k(V ⊗_k k). üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ End(V ) −→ End_k(V ⊗_k k). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ) ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ V ⊗_k k ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.20. ðÕÓÔØ V { ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Á A ∈ End(V ) { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

úÁÄÁÞÁ 12.21 (*). ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Á A ∈ End(V ) { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

úÁÄÁÞÁ 12.22 (*). ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, Á A ∈ End(V ) { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÏÎ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.3. üÌÅÍÅÎÔ ÁÒÔÉÎÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁÄ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ R.

úÁÄÁÞÁ 12.23. ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ k, Á r ∈ R { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ R −→ End(V ), r ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.5.

úÁÄÁÞÁ 12.24 (!). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, Á A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, A = A_{ss} + A_n, ËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, É A_{ss}, A_n ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ 12.3.

úÁÄÁÞÁ 12.25 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ?

úÁÄÁÞÁ 12.26 (!). ðÕÓÔØ A { ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, A_ffi { ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A É A_ffi ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

úÁÄÁÞÁ 12.27 (**). ðÕÓÔØ (V; g) { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÐÕÓÔØ A { ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á A = A_{ss} + A_n { ÅÇÏ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÕÀ ÞÁÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A_{ss}, A_n ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 12.28 (*). íÏÖÅÔ ÌÉ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÄ C ÂÙÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

ôÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ

ðÕÓÔØ k { ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, k(t) { ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÄ k, V { n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, Á B(t) ∈ End(V )[t] { ÐÏÌÉÎÏÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ End(V ). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ det(B(t)) { ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ t (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 8). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ B(t) ËÁË k(t)- ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊗ k(t) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ~^{n−1}(V ⊗ k(t)) ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ B(t), É ÐÕÓÔØ »B(t) { ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ

~^{n−1}(V ⊗ k(t)) ⊗ V ⊗ k(t) −→ det V ⊗ k(t)

ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊗ k(t). œ ÌÉÓÔËÅ 7 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ B(t) »B(t) = »B(t)B(t) = det(B(t)) Id_V .

úÁÄÁÞÁ 12.29. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ »B(t) ÜÔÏ End(V )-ÚÎÁÞÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ: »B(t) ∈ End(V )[t].

õËÁÚÁÎÉÅ. œÙÒÁÚÉÔÅ »B(t) ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÏÒÙ B(t).

úÁÄÁÞÁ 12.30. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ). ðÒÉÍÅÎÉŒ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë B = t − A, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (t − A) »(t − A) = Chpoly_A(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ »(t − A) ∈ End(V )[t] ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó A.

úÁÄÁÞÁ 12.31. ðÕÓÔØ R ⊂ End(V ) { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z(R) ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A^′ ∈ End(V ), ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ r ∈ R (ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z(R) { ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ End(V ).

úÁÄÁÞÁ 12.32. ðÕÓÔØ R ∈ End(V ) { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, A_1 ∈ Z(A) { ÜÌÅÍÅÎÔ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁ- ÔÏÒÁ R, R[t] { ÁÌÇÅÂÒÁ R-ÚÎÁÞÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, Á R[t]^’−→ R^′ { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R[A_1] ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ End(V ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ R É A_1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_0 : R[A_1] −→ R^′, ÞÔÏ ’_0 | R = ’ | R É ’_0(A_1) = ’(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ’_0.

úÁÄÁÞÁ 12.33. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ðÒÉÍÅÎÉŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z(A)[t]^�−→ Z(A), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ t Œ A, É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ Z(A).

úÁÄÁÞÁ 12.34 (!). (ôÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (t − A) »(t − A) = Chpoly_A(t) Œ Z(A)[t]. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÑÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ¯, ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ End(V ):

Chpoly_A(A) = 0:

úÁÄÁÞÁ 12.35 (*). ðÕÓÔØ A; B ∈ End V { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Q(t_1; t_2) = det(t_1A + t_2B), ÇÄÅ t_1A + t_2B ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ V ⊗_k k(t_1; t_2), Á k(t_1; t_2) = k(t_1)(t_2) { ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÄ k(t_1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q(t_1; t_2) { ÐÏÌÉÎÏÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ End V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Q(−B; A) = 0.

úÁÄÁÞÁ 12.36 (!). ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ðÕÓÔØ {–_1; : : : ; –_n} { ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_{˘i} ŒÓÅÈ v ∈ V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (A − –_i)^{mi} (v) = 0, ÇÄÅ m_i { ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ –_i ÐÏÌÉÎÏÍÁ Chpoly_A(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = ⊕V_{˘i} , ÇÄÅ –_i ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ A.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_{˘i} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.4. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ 1; A; A^2; · · · ∈ End(V ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⟨1; A; A^2; : : : ⟩ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i ŒÓÅ A^i ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÕ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ: A^N = ∑_{l−1} i=0 –_iA^i, ÇÄÅ –_i ∈ k, l = dim⟨1; A; A^2; : : : ⟩.

úÁÐÉÛÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ A^l: A^l + ∑_{l−1} i=0 –_iA^i = 0. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ P (t) = t^l + –_{l−1}t^{l−1} + · · · + –_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Minpoly_A(t).

úÁÄÁÞÁ 12.37 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ End(V ) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

Minpoly_A(A) = 0:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ Q(t) = t^m + —_{m−1}t^{l−1} + · · ·+ —_0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q(A) = 0, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Minpoly_A(t).

úÁÄÁÞÁ 12.38. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÅÇÏ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.39. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Minpoly_A(t) = t^n.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Minpoly_A(t) = t^2 − t.

úÁÄÁÞÁ 12.40. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k, Á V = ⊕V_{˘i} { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V Œ ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ P (t) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ A, Á P_i(t) { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ A ÎÁ V_{˘i} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (t) = P_1(t)P_2(t) : : : . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P_i(t) = (t − –_i)^k, ÇÄÅ k ⩽ dim V_{˘i} .

õËÁÚÁÎÉÅ. ôÏ, ÞÔÏ P_i(t) = (t − –_i)^k, ÑÓÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A − –_i ÎÁ V_{˘i} ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. ôÏ, ÞÔÏ P (t) = P_1(t)P_2(t) : : : ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ P_j(A) j ≠ i) ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÎÁ V_{˘i} .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÎÏ, É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.41. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Minpoly_A(t) = (t − –)^n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÁÔÒÉÃÙ

– 1 0 : : : : : : : : : : : 0 0 – 1 0 : : : : : : 0 0 0 – 1 0 : : : 0 . . . . . . ... . . . . . . 0 0 : : : : : : – 1 0 0 0 : : : : : : : : : – 1 0 0 : : : : : : : : : : : : : : –

(12.1) õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÍÅÎÉŒ A ÎÁ A − – Id_V , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Minpoly_A(t) = t^n. œÏÚØÍÉÔÅ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V , ÞÔÏ (A − –)^{n−1}(v) ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ v; A(v); A^2(v); : : : ; A^{n−1}(v) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ V , É Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (12.1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ÞÅÒÅÚ J(n; –).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.5. ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_n { ÂÁÚÉÓ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á A^j_i { ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e_1; : : : ; e_n ÒÁÚÂÉÔÙ Œ ÇÒÕÐ- ÐÙ (ÂÌÏËÉ) [e_1; : : : ; e_{k1} ][e_{k1+1}; : : : ; e_{k2} ] : : : , ÐÒÉÞÅÍ A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ e_i Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÌÏËÅ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A ÓÏÓÔÁŒÌÅÎ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÕÓËÏŒ ÒÁÚÍÅÒÁ k_i − k_{i−1}, Á ŒÎÅ ÜÔÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÕÌÉ:

∗ : : : ∗ 0 : : : 0 0 : : : 0 . . .. . . . . . ... . . . . ... . . ∗ : : : ∗ 0 : : : 0 0 : : : 0 0 : : : 0 ∗ : : : ∗ 0 : : : 0 . . .. . . . . . ... . . . . ... . . 0 : : : 0 ∗ : : : ∗ 0 : : : 0 0 : : : 0 0 : : : 0 ∗ : : : ∗ . . .. . . . . . ... . . . . ... . . 0 : : : 0 0 : : : 0 ∗ : : : ∗

ôÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 12.42. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉ- ÎÏÍ Minpoly_A(t) ÒÁŒÅÎ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÕ Chpoly_A(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË J(n_i; –_i), ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ –_i ÒÁÚÎÙÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØÀ Minpoly É Chpoly ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ V Œ ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓŒÅÄÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ V = V_{˘i} . ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ 12.41.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.6. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Œ ŒÉÄÅ ÂÌÏÞÎÏ- ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË. üÔÁ ÚÁÐÉÓØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒ- ÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, Á ÐÏÔÏÍ { ÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. íÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 12.43. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Ó ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ËÌÅÔÏË J(0; n_1); : : : ; J(0; n_k). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË Œ ÖÏÒÄÁÎÏ- ŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ A ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V=AV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^j V=A^{j+1}V { ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË J(0; n_i) Ó n_j ⩾ j. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÉÌØ- ÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÌÅÔÏË.

úÁÄÁÞÁ 12.44 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÌÅÔÏË.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ V Œ ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓŒÅÄÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ V = V_{˘i} . úÁÍÅÎÑÑ A ÎÁ A − –_i, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.7. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ A ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ V , ÅÓÌÉ Œ v ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ v; Av; A^2v; A^3v; : : : ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V . úÁÄÁÞÁ 12.45. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Minpoly_A(t) = Chpoly_A(t).

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ Minpoly_A(t) ÒÁŒÎÁ dim V ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ Chpoly_A(t).

úÁÄÁÞÁ 12.46. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÔÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ë ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 12.42.

íÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ É ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.8. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ. íÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ í, ÎÁ- ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ R × M −→ M, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ

(i) äÌÑ ÌÀÂÙÈ – ∈ R, u; v ∈ M, ÉÍÅÅÍ –(u + v) = –u + –v. äÌÑ ÌÀÂÙÈ –_1; –_2 ∈ R, u ∈ M, ÉÍÅÅÍ (–_1 + –_2)u = –_1u + –_2u (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ).

(ii) äÌÑ ÌÀÂÙÈ –_1; –_2 ∈ R, u ∈ M, ÉÍÅÅÍ –_1(–_2u) = (–_1–_2)u (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ).

(iii) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ M, ÉÍÅÅÍ 1v = v, ÇÄÅ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ R.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. íÎÏÇÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÑÄÒÏ, ÏÂÒÁÚ, ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ) ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔÓÑ ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.47. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ R ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ M ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k ⊂ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ r ËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R −→ End_k(M). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ Z.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÙ R^n ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R, Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ r · (x_1; : : : ; x_n) = (rx_1; : : : ; rx_n). üÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ. æÁËÔÏÒ R^n ÐÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. åÓÌÉ M ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ, ÔÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.10. ðÕÓÔØ ’ : M → M^′ { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ R. ëÏÑÄÒÏÍ ’ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Coker ’) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ M^′ ÐÏ ÏÂÒÁÚÕ ’.

úÁÄÁÞÁ 12.49. ðÕÓÔØ M { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m_1; : : : ; m_N ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ M ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, m = r_1m_1 + · · · + r_N m_N , r_1; : : : ; r_N ∈ R.

úÁÄÁÞÁ 12.50. ðÕÓÔØ M { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÑÄÒÕ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : R^N → R^M ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 12.51 (!). ðÕÓÔØ k ÐÏÌÅ, Á M { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[t], ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÎÁÄ k[t].

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ M ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, ŒÙÂÅÒÉÔÅ ÂÁÚÉÓ m_1; : : : ; m_M ∈ M, É ŒÏÚØÍÉÔÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. úÁÔÅÍ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : M ⊗_k k[t] → M ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ m_i ⊗ t − tm_i ⊗ 1.

úÁÄÁÞÁ 12.52 (!). ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ Z.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÚØÍÉÔÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ m_1; : : : ; m_N ∈ M ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ M.

úÁÄÁÞÁ 12.53. ðÕÓÔØ R { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á V { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ËÁË ËÏÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (R)^{n ’}−→ (R)^m. úÁÐÉÛÅÍ ’ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A^i_j Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ R. ðÕÓÔØ B^i_j { ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ R ÇÁÕÓÓÏŒÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 7). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÑÄÒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ B^i_j .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.11. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ, Á a ∈ R { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ aR ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ R=aR.

úÁÄÁÞÁ 12.54. ðÕÓÔØ M { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 12.55. ðÕÓÔØ M { k[t]-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ M, v; tv; t^2v; t^3v; : : : ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ M.

úÁÄÁÞÁ 12.56 (!). ðÕÓÔØ R { ÔÁËÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ n×m Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ Œ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ ÇÁÕÓÓÏŒÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ (R)^{n ’}−→ (R)^n ÚÁÄÁÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, Ó a^i ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÔÏ ËÏÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ⊕_iR=a^iR

úÁÄÁÞÁ 12.57 (!). ðÕÓÔØ R { ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ n × m Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ ÇÁÕÓ- ÓÏŒÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R { ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.

õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ Œ ÌÉÓÔËÅ áÌÇÅÂÒÁ 7.

úÁÄÁÞÁ 12.58 (!). ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G { ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ.

úÁÄÁÞÁ 12.59 (!). ðÕÓÔØ V { ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ k[t], ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V { ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ëÏÌØÃÏ k[t] ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, Á V ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 12.51.

úÁÄÁÞÁ 12.60 (!). ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ A ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ k[t] ÎÁ V , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ P (t)(v) = P (A)v. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÂÕÄÅÔ k[t]-ÍÏÄÕÌÅÍ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ V Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ: V = ⊕V_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ V_i A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ, É A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.61 (*). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÉÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁ- ÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.