
áìçåâòá 2: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ × ËÏÌØ�ÁÈ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áìçåâòá 2: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ × ËÏÌØ�ÁÈ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁîÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØðÕÓÔØ R | ËÏÌØ�Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. äÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ × ËÏÌØ�Å R ÜÔÏ ÔÁËÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x, y, ÞÔÏxy = 0. R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ �ÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × R ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.îÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ, ×ÓÅ ËÏÌØ�Á �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ �ÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ïÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ËÏÌØ�Á R.úÁÄÁÞÁ 2.1. ãÅÌÙÅ ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÞÉÓÌÁ { ÜÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ x+ yp�1 , ÇÄÅ x, y �ÅÌÙÅ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØ�Ï. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z[p�1 ℄.úÁÄÁÞÁ 2.2. ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÅÄÉÎÉ�Ù × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ.õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÏÂÒÁÔÉÍÏ × Z[p�1 ℄, ÔÏ zz ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ × Z[p�1 ℄.úÁÄÁÞÁ 2.3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ x+ yp�n, ÇÄÅ x, y �ÅÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï.úÁÄÁÞÁ 2.4 (*). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ x+yp�32 , ÇÄÅ x, y ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÞÅÔÎÙÅ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÎÅÞÅÔÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï, É Ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ËÏÌØ�ÏẐ[p�3℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ R ËÏÌØ�Ï, x; y 2 R ÜÌÅÍÅÎÔÙ R. åÓÌÉ x = yz × R, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏx ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y × R, Á y ÄÅÌÉÔ x. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ x ... y.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØ�Ï, x; y 2 R ÜÌÅÍÅÎÔÙ R. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉ-ÔÅÌØ (îïä) x; y | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ z 2 R, ÞÔÏ z ÄÅÌÉÔ x É y, É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ z0, ÄÅÌÑÝÅÇÏ x,z0 ÄÅÌÉÔ z. x É y ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ 1 { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ x; y.÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× îïä ÍÏÖÅÔ É ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ.úÁÄÁÞÁ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉ-ÎÉ�Ù: ÅÓÌÉ z É z0 { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ x É y × ËÏÌØ�Å R, ÔÏ z = ez0, ÇÄÅ e { ÅÄÉÎÉ�ÁËÏÌØ�Á R.úÁÄÁÞÁ 2.6. ðÕÓÔØ Q (2) - ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÄÒÏÂÑÍÉ×ÉÄÁ pq Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄËÏÌØ�Ï × ËÏÌØ�Å ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.1



áìçåâòá 2: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ × ËÏÌØ�ÁÈ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁúÁÄÁÞÁ 2.7. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × Q(2).úÁÄÁÞÁ 2.8. ï�ÉÛÉÔÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ËÏÌØ�Á Q (2).úÁÄÁÞÁ 2.9 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Q (2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Q(2) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ e2n, ÇÄÅ e | ÅÄÉÎÉ�Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ p { ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á R. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈq; r Ó p = qr ÌÉÂÏ q, ÌÉÂÏ r { ÅÄÉÎÉ�Á ËÏÌØ�Á R.úÁÄÁÞÁ 2.10. ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × Q (2).äÅÌÉÍÏÓÔØ × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌúÁÄÁÞÁ 2.11. ðÕÓÔØ x, y { �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á z = (x� ky) | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑx ÎÁ y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä(y; z) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ îïä(x; y) ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÒÁ×ÅÎîïä(y; z).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÂÅÒÅÔ Ä×Á �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ x, y, x > y, É×ÙÄÁÅÔ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z.Á. åÓÌÉ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ É ×ÙÄÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁy.Â. åÓÌÉ x ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÁÌÇÏÒÉÔÍ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ÞÉÓÌÁÍ x1 = y,y1 = x� ky, ÇÄÅ x� ky ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x ÎÁ y.úÁÄÁÞÁ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ �ÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÊúÁÄÁÞÁ 2.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ Ë �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ x; yÑ×ÌÑÅÔÓÑ îïä(y; z)úÁÄÁÞÁ 2.14. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 1.26 ÉÚ ÌÉÓÔËÁ 1 (ÅÓÌÉ ×Ù ÅÅ ÅÝÅ ÎÅ ÒÅÛÉÌÉ).úÁÄÁÞÁ 2.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ Ë ÞÉÓÌÁÍ x, y ×ÙÒÁ-ÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ x É y Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ: z = ax + by.úÁÄÁÞÁ 2.16. ðÕÓÔØ x, y { ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á p { �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ xy ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÌÉ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p�,ÉÌÉ y ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p�.úÁÄÁÞÁ 2.17 (!). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: ÅÓÌÉ�ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÉ Ä×Á Ó�ÏÓÏÂÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÏÒÑÄËÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. úÁ�ÉÛÉÔÅ x × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ p�ii , ÇÄÅ pi ÒÁÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊ-ÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ �i Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.2



áìçåâòá 2: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ × ËÏÌØ�ÁÈ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁæÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Áï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØ�Ï. ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ r 2 R ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, r =p1p2:::pk, r = q1q2:::qk ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ pi É ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ pi ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Ù ËÏÌØ�Á ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ r = q1q2:::qk. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ R ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ, ÉÌÉ ÖÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍÒÁÚÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r 2 R ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ r × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÅÒÍÉÎ \ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ" Ú×ÕÞÉÔ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÎÏ ÏÎ, Õ×Ù, ×ÏÛÅÌ × ÔÒÁÄÉ�ÉÀ; �Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÄÁ ÂÏÌÅÅ �ÏÎÑÔÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ uniquefatorization ring (ÂÕË×ÁÌØÎÏ \ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ").úÁÄÁÞÁ 2.18 (!). ðÕÓÔØ × ËÏÌØ�Å R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ z ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x; y. ðÕÓÔØ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ z ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × RËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ x; y: z = ax + by Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a; b 2 R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R {ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 2.19. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï Z[p�n℄ � CËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ z = x + yp�n, x É y �ÅÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ jzj2 { �ÅÌÏÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈz 2 Z[p�n℄.úÁÄÁÞÁ 2.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z { ÅÄÉÎÉ�Á × Z[p�n℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ jzj2 = 1.õËÁÚÁÎÉÅ. jz�1j2 = (jzj2)�1.úÁÄÁÞÁ 2.21. ðÕÓÔØ z { ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Z[p�n℄, ÞÔÏ jzj2 �ÒÏÓÔÏ × Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z �ÒÏÓÔÏ× Z[p�n℄.õËÁÚÁÎÉÅ. jzz0j2 = jzj2jz0j2.úÁÄÁÞÁ 2.22 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï Z[p�3℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2 É 1�p�3 �ÒÏÓÔÙÅ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ Z[p�3℄ ÎÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ 22 = 4.äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ × ËÏÌØ�ÁÈï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØ�Ï. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ × R ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁÔËÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ x; y, y 6= 0 × R ÚÁÄÁÎÙ z; k 2 R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ z = x� ky. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ É k ÞÁÓÔÎÙÍ.ðÒÉÍÅÒÙ. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÚÁÄÁÎÏ × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÝÅ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÚÁÄÁÎÏ× ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ× k[t℄ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k: x2 + 2x � 12 x+ 5x2 + 5x x� 3� 3x � 12� 3x � 1533



áìçåâòá 2: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ × ËÏÌØ�ÁÈ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. ðÕÓÔØ × ËÏÌØ�Å R ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ×R �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë �ÁÒÅ x; y ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ R É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ. åÓÌÉ xÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ É ×ÙÄÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ y. åÓÌÉÖÅ x ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë �ÁÒÅ y; z, ÇÄÅ z ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ x ÎÁ y. á�ÒÉÏÒÉ, ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÖÅÔ ÄÌÉÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 2.23 (!). ðÕÓÔØ × ËÏÌØ�Å R ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍå×ËÌÉÄÁ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë �ÁÒÅ x; y 2 R, ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× É ×ÙÄÁÌ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ z 2 R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ. z = ax + by ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ a; b 2 R.Â. z ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ x É y.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑËÏÌØ�Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ R ËÏÌØ�Ï. çÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ × R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ,ÉÌÉ ÖÅ R Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÅÓÌÉ × R ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 R ÁÌÇÏÒÉÔÍå×ËÌÉÄÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×.úÁÄÁÞÁ 2.24 (!). ðÕÓÔØ × ËÏÌØ�Å R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉúÁÄÁÞÁ 2.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï k[t℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.úÁÄÁÞÁ 2.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x � y = 0 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ (ÄÌÑ x; y 6= 0) × k[t℄ mod PÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ.ãÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ [z℄ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = x+yp�1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË [x+0:5℄+[y+0:5℄p�1,ÇÄÅ [ ℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ×ÚÑÔÉÑ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉ-ÒÏ×ÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ËÁË ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 , ÔÏ [z℄ { ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë zÔÏÞËÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ). äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ × ËÏÌØ�Å Z[p�1 ℄ �ÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ z1 ÎÁ z2 ÒÁ×ÎÏ [ z1z2 ℄, Á ÏÓÔÁÔÏËÒÁ×ÅÎ z1 � [ z1z2 ℄z2.úÁÄÁÞÁ 2.27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ���z1 � h z1z2i z2��� < jz2j.úÁÄÁÞÁ 2.28. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å Z[p�1 ℄ �ÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ×ÓÅÇÄÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁå×ËÌÉÄÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ min(jz1j2; jz2j2).ðÕÓÔØ R = Z[p�n℄ ÉÌÉ R = Ẑ[p�3℄. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z 2 C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ [z℄R ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ Ëz ÔÏÞËÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÞÉÓÌÕ ÉÚ R. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÓËÏÌØËÏ,×ÏÚØÍÅÍ ÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Re[z℄R (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ) ÂÏÌØÛÅ, Á ÅÓÌÉ É ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅËÎÅÓËÏÌØËÏ { ×ÏÚØÍÅÍ ÔÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Im[z℄R (ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ) ÂÏÌØÛÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÌÅÎÉÅ z1 ÎÁ z2Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ z1 ÎÁ z2 ÒÁ×ÎÏ [ z1z2 ℄R, Á ÏÓÔÁÔÏËÒÁ×ÅÎ z1 � [ z1z2 ℄Rz2. 4



áìçåâòá 2: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ × ËÏÌØ�ÁÈ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁúÁÄÁÞÁ 2.29 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n = 1 ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ×Z[p�1 ℄úÁÄÁÞÁ 2.30 (*). ðÕÓÔØ jz � [z℄Rj < 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ z 2 C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ jz2j2.úÁÄÁÞÁ 2.31 (*). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ z 2 C ÎÁÊÄÅÔÓÑ r 2 R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ jr � zj < 1.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R Å×ËÌÉÄÏ×Ï.úÁÄÁÞÁ 2.32 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÌØ�Á Å×ËÌÉÄÏ×Ù: Z[p�2℄, Ẑ[p�3℄.úÁÄÁÞÁ 2.33. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÞÉÓÌÏ 2 ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Z[p�1 ℄.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 2.21.úÁÄÁÞÁ 2.34 (*). òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÞÉÓÌÁ 3, 5, 7 ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Z[p�1 ℄.úÁÄÁÞÁ 2.35 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ × Z ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ p = 4k+3 ×ÓÅÇÄÁ �ÒÏÓÔÏ × Z[p�1 ℄.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×úÁÄÁÞÁ 2.36. ðÕÓÔØ z = a + bp�1 �ÅÌÏÅ ÇÁÕÓÓÏ×Ï ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1 + p�1 .ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z É z ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ × Z, ÔÏ 2 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ a+ bp�1 , a� bp�1 .úÁÄÁÞÁ 2.37 (!). ðÕÓÔØ a; b;  { ÔÁËÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ a2 + b2 = 2. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ  = jzj2, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ z 2 Z[p�1 ℄.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ 2 = (a + bp�1 )(a � bp�1 ), Á a; b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Z[p�1℄, É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ,ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a + bp�1 , a� bp�1 ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ.úÁÄÁÞÁ 2.38 (!). õËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a2+ b2 = 2 (\ÕËÁÖÉÔÅ"ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË \ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁÅÔ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÔÒÏÊËÉ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ× ÎÅÅ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ").õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 2.39 (*). õËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a2 +2b2 = 2.úÁÄÁÞÁ 2.40. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Z[p�2℄úÁÄÁÞÁ 2.41 (**). õËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a2+3b2 = 2.
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