äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áìçåâòá 2: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ Œ ËÏÌØÃÁÈ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ

îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. äÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ Œ ËÏÌØÃÅ R ÜÔÏ ÔÁËÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x, y, ÞÔÏ xy = 0. R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Œ R ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

îÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ, ŒÓÅ ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ïÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ËÏÌØÃÁ R.

úÁÄÁÞÁ 2.1. ãÅÌÙÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÞÉÓÌÁ { ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ x + y √ −1 , ÇÄÅ x, y ÃÅÌÙÅ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z[ √ −1 ].

úÁÄÁÞÁ 2.2. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ Z[ √ −1 ], ÔÏ zz ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ Z[ √ −1 ].

úÁÄÁÞÁ 2.3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ x + y √ −n, ÇÄÅ x, y ÃÅÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.4 (*). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ^{x+y√−3}_2 , ÇÄÅ x, y ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÞÅÔÎÙÅ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅÞÅÔÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ, É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ~ Z[ √ −3].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ R ËÏÌØÃÏ, x; y ∈ R ÜÌÅÍÅÎÔÙ R. åÓÌÉ x = yz Œ R, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y Œ R, Á y ÄÅÌÉÔ x. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ x . . y.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ, x; y ∈ R ÜÌÅÍÅÎÔÙ R. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉ- ÔÅÌØ (îïä) x; y | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ z ∈ R, ÞÔÏ z ÄÅÌÉÔ x É y, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z^′, ÄÅÌÑÝÅÇÏ x, z^′ ÄÅÌÉÔ z. x É y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ 1 { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ x; y.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ îïä ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ.

úÁÄÁÞÁ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ: ÅÓÌÉ z É z^′ { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ x É y Œ ËÏÌØÃÅ R, ÔÏ z = ez^′, ÇÄÅ e { ÅÄÉÎÉÃÁ ËÏÌØÃÁ R.

úÁÄÁÞÁ 2.6. ðÕÓÔØ Q (2) - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÄÒÏÂÑÍÉ ŒÉÄÁ^p_q Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 2.7. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ Q(2). úÁÄÁÞÁ 2.8. ïÐÉÛÉÔÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ËÏÌØÃÁ Q (2).

úÁÄÁÞÁ 2.9 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ Q (2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Q(2) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ e2^n, ÇÄÅ e | ÅÄÉÎÉÃÁ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ p { ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ q; r Ó p = qr ÌÉÂÏ q, ÌÉÂÏ r { ÅÄÉÎÉÃÁ ËÏÌØÃÁ R. úÁÄÁÞÁ 2.10. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ Q (2).

äÅÌÉÍÏÓÔØ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ

úÁÄÁÞÁ 2.11. ðÕÓÔØ x, y { ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á z = (x − ky) | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x ÎÁ y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä(y; z) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ îïä(x; y) ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÒÁŒÅÎ îïä(y; z).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. áÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÂÅÒÅÔ ÄŒÁ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ x, y, x ¿ y, É ŒÙÄÁÅÔ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z.

Á. åÓÌÉ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔ ÓŒÏÀ ÒÁÂÏÔÕ É ŒÙÄÁÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ y. Â. åÓÌÉ x ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÓŒÏÀ ÒÁÂÏÔÕ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ÞÉÓÌÁÍ x_1 = y, y_1 = x − ky, ÇÄÅ x − ky ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x ÎÁ y.

úÁÄÁÞÁ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔ ÓŒÏÀ ÒÁÂÏÔÕ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÔÅÒÁÃÉÊ úÁÄÁÞÁ 2.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ Ë ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ x; y ÑŒÌÑÅÔÓÑ îïä(y; z) úÁÄÁÞÁ 2.14. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 1.26 ÉÚ ÌÉÓÔËÁ 1 (ÅÓÌÉ ŒÙ ÅÅ ÅÝÅ ÎÅ ÒÅÛÉÌÉ). úÁÄÁÞÁ 2.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ Ë ÞÉÓÌÁÍ x, y ŒÙÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ x É y Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ: z = ax + by. úÁÄÁÞÁ 2.16. ðÕÓÔØ x, y { ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ xy ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^ff ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ff. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÌÉ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^ff, ÉÌÉ y ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^ff.

úÁÄÁÞÁ 2.17 (!). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: ÅÓÌÉ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏ- ÂÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÐÉÛÉÔÅ x Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ p^{ffi}_i , ÇÄÅ p_i ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊ- ÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ff_i ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

æÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ. äŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ r ∈ R ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, r = p_1p_2:::p_k, r = q_1q_2:::q_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ p_i É ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ p_i ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ ËÏÌØÃÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅ r = q_1q_2:::q_k. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ R ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ, ÉÌÉ ÖÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÒÁÚÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ∈ R ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ r Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÒÍÉÎ \ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ" ÚŒÕÞÉÔ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÎÏ ÏÎ, ÕŒÙ, ŒÏÛÅÌ Œ ÔÒÁÄÉÃÉÀ; ÐÏ- ÁÎÇÌÉÊÓËÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÄÁ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÙÍ ÓÌÏŒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ unique factorization ring (ÂÕËŒÁÌØÎÏ \ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ").

úÁÄÁÞÁ 2.18 (!). ðÕÓÔØ Œ ËÏÌØÃÅ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ z ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x; y. ðÕÓÔØ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ z ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ R ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ x; y: z = ax + by Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a; b ∈ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R { ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 2.19. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ Z[ √ −n] ⊂ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ z = x + y √ −n, x É y ÃÅÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |z|^2 { ÃÅÌÏÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ Z[ √ −n].

úÁÄÁÞÁ 2.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z { ÅÄÉÎÉÃÁ Œ Z[ √ −n] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |z|^2 = 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. |z^{−1}|^2 = (|z|^2)^{−1}.

úÁÄÁÞÁ 2.21. ðÕÓÔØ z { ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Z[ √ −n], ÞÔÏ |z|^2 ÐÒÏÓÔÏ Œ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z ÐÒÏÓÔÏ Œ Z[ √ −n].

õËÁÚÁÎÉÅ. |zz^′|^2 = |z|^2|z^′|^2.

úÁÄÁÞÁ 2.22 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ Z[ √ −3]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2 É 1± √ −3 ÐÒÏÓÔÙÅ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ Z[ √ −3] ÎÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ 2^2 = 4.

äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Œ ËÏÌØÃÁÈ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØÃÏ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ Œ R ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ x; y, y ≠ 0 Œ R ÚÁÄÁÎÙ z; k ∈ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÀ z = x − ky. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ É k ÞÁÓÔÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÚÁÄÁÎÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÝÅ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÚÁÄÁÎÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[t] ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k:

x^2 + 2x − 12 x + 5 x^2 + 5x x − 3

− 3x − 12 − 3x − 15 3 ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. ðÕÓÔØ Œ ËÏÌØÃÅ R ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. áÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ Œ R ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÐÁÒÅ x; y ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ R É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ. åÓÌÉ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ É ŒÙÄÁÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ y. åÓÌÉ ÖÅ x ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÐÁÒÅ y; z, ÇÄÅ z ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x ÎÁ y. áÐÒÉÏÒÉ, ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÅÔ ÄÌÉÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.23 (!). ðÕÓÔØ Œ ËÏÌØÃÅ R ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ÐÁÒÅ x; y ∈ R, ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ É ŒÙÄÁÌ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ z ∈ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á. z = ax + by ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ a; b ∈ R.

Â. z ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ x É y.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ R ËÏÌØÃÏ. çÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ, ÉÌÉ ÖÅ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÅÓÌÉ Œ R ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ R ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 2.24 (!). ðÕÓÔØ Œ ËÏÌØÃÅ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ

úÁÄÁÞÁ 2.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ k[t] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x · y = 0 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ (ÄÌÑ x; y ≠ 0) Œ k[t] mod P ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

ãÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ [z] ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = x+y √ −1 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË [x+0:5]+[y +0:5] √ −1, ÇÄÅ [ ] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ŒÚÑÔÉÑ ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉ- ÒÏŒÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ËÁË ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 , ÔÏ [z] { ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë z ÔÏÞËÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ). äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ −1 ] ÃÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ z_1 ÎÁ z_2 ÒÁŒÎÏ [^{z1}_{z2} ], Á ÏÓÔÁÔÏË ÒÁŒÅÎ z_1 − [^{z1}_{z2} ]z_2.

úÁÄÁÞÁ 2.27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ | | |z1 − [_{z1}

z_2 ] z_2 | | | ¡ |z2|. úÁÄÁÞÁ 2.28. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ −1 ] ÃÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ŒÓÅÇÄÁ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. œÙŒÅÄÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ min(|z_1|^2; |z_2|^2).

ðÕÓÔØ R = Z[ √ −n] ÉÌÉ R = ~Z[ √ −3]. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ [z]_R ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ Ë z ÔÏÞËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÞÉÓÌÕ ÉÚ R. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÓËÏÌØËÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ÔÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Re[z]_R (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ) ÂÏÌØÛÅ, Á ÅÓÌÉ É ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÓËÏÌØËÏ { ŒÏÚØÍÅÍ ÔÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Im[z]_R (ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ) ÂÏÌØÛÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÌÅÎÉÅ z_1 ÎÁ z_2 Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ z_1 ÎÁ z_2 ÒÁŒÎÏ [^{z1}_{z2} ]_R, Á ÏÓÔÁÔÏË ÒÁŒÅÎ z_1 − [^{z1}_{z2} ]_Rz_2.

úÁÄÁÞÁ 2.29 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Œ Z[ √ −1 ]

úÁÄÁÞÁ 2.30 (*). ðÕÓÔØ |z − [z]_R| ¡ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ |z_2|^2.

úÁÄÁÞÁ 2.31 (*). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ C ÎÁÊÄÅÔÓÑ r ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |r − z| ¡ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.32 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÌØÃÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ: Z[ √ −2], ~ Z[ √ −3].

úÁÄÁÞÁ 2.33. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÞÉÓÌÏ 2 ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ Z[ √ −1 ].

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 2.21.

úÁÄÁÞÁ 2.34 (*). òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÞÉÓÌÁ 3, 5, 7 ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ Z[ √ −1 ].

úÁÄÁÞÁ 2.35 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ Œ Z ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ p = 4k + 3 ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÏÓÔÏ Œ Z[ √ −1 ].

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ

úÁÄÁÞÁ 2.36. ðÕÓÔØ z = a + b √ −1 ÃÅÌÏÅ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1 + √ −1 .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a É b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z É z ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a É b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Œ Z, ÔÏ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ a + b √ −1 , a − b √ −1 .

úÁÄÁÞÁ 2.37 (!). ðÕÓÔØ a; b; c { ÔÁËÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ a^2 + b^2 = c^2. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ c = |z|^2, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ z ∈ Z[ √ −1 ].

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ c^2 = (a + b √ −1 )(a − b √ −1 ), Á a; b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ Z[ √ −1], É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a + b √ −1 , a − b √ −1 ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.38 (!). õËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; c, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a^2 + b^2 = c^2 (\ÕËÁÖÉÔÅ" ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË \ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁÅÔ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÔÒÏÊËÉ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÎÅÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ").

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 2.39 (*). õËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÔÒÏÊËÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; c, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a^2 + 2b^2 = c^2.

úÁÄÁÞÁ 2.40. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ Z[ √ −2] úÁÄÁÞÁ 2.41 (**). õËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÔÒÏÊËÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; c, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a^2 + 3b^2 = c^2.