
áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÂÅÌÅ×Á (ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎ \ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ") ÇÒÕ��Á { ÜÔÏ ÇÒÕ��Á, ÇÄÅ ÓÏÂÌÀ-ÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ f � g = g � fï�ÅÒÁ�ÉÀ ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÚÎÁËÏÍ + É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÌÏÖÅÎÉÅÍ; ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ 0 É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÕÌÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ìÉÎÅÊÎÏÅ, ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k { ÜÔÏ ÁÂÅÌÅ×ÁÇÒÕ��Á, ÎÁÄÅÌÅÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ k � V 7! V (\ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ"), ËÏÔÏÒÁÑÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:Á. äÌÑ ÌÀÂÙÈ � 2 k, u; v 2 V , ÉÍÅÅÍ �(u+v) = �u+�v. äÌÑ ÌÀÂÙÈ �1; �2 2 k, u 2 V , ÉÍÅÅÍ(�1 + �2)u = �1u+ �2u (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ).Â. äÌÑ ÌÀÂÙÈ �1; �2 2 k, u 2 V , ÉÍÅÅÍ �1(�2u) = (�1�2)u (ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ).×. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 2 V , ÉÍÅÅÍ 1v = v, ÇÄÅ 1 2 k - ÅÄÉÎÉ�Á.üÌÅÍÅÎÔÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ { ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ×ÅËÔÏÒÏ×.úÁÄÁÞÁ 3.1. äÁÎÏ �ÏÌÅ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ.úÁÄÁÞÁ 3.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á k� ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × k �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ k.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÌÑ k.úÁÄÁÞÁ 3.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ× �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ R.úÁÄÁÞÁ 3.4. äÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0k(v) = 0V , ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏv 2 V . úÄÅÓØ 0k ÅÓÔØ ÎÏÌØ × �ÏÌÅ k, Á 0V - ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × V .úÁÄÁÞÁ 3.5. äÁÎÏ �ÏÌÅ ë, É × ÎÅÍ �ÏÄ�ÏÌÅ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ë Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ k.úÁÄÁÞÁ 3.6. äÁÎÏ �ÏÌÅ k.Á. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ kn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-ÏË (a1; a2; : : : ; an) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ k. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÎÁ knÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ k� É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.1



áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÂ. äÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[S℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ×has1; as2 ; : : : iÉÚ k, �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ si 2 S, ÞÔÏ ×ÓÅ as ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙÎÕÌÀ. ÷×ÅÄÉÔÅ ÎÁ k[S℄ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ k÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k[S℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ S. íÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × k[S℄ { ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕs 2 S ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ [s℄ 2 k[S℄, ÞÔÏ ×ÓÅ as0 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ as, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ A, B { Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù G.çÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : A! B ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ G ÅÓÌÉ �(g(a)) = g(�(a)).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÒÕ�-�Ï×ÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ f : G1 ! G2; f(g + g0) = f(g) + f(g0) (3.1)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ k ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÓÍ. (3.1)) É ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ k�.éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V1 ! V2,ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2), f(�v) = �f(v). íÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ,Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁËÄÌÑ ÇÒÕ�� (ËÏÌÅ�, �ÏÌÅÊ, É ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×, ×ÍÅÓÔÏ \ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ" ÞÁÓÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ \ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ" ÉÌÉ \ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ".îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ÓÅÂÑ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ IdV . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, IdV { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 3.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : V1 ! V2 ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : V2 ! V1, ÞÔÏ Æ ' = IdV1 ; ' Æ  = IdV2 : (3.2)äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ?úÁÄÁÞÁ 3.8. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , V 0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ �ÉÛÕÔ V �= V 0. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏÁ. åÓÌÉ V �= V 0, Á V 0 �= V 00, ÔÏ V �= V 00.Â. åÓÌÉ V �= V 0, ÔÏ V 0 �= V .×. ÷ÓÅÇÄÁ V �= V .úÁÄÁÞÁ 3.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ V1 × V2 ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÅÇÏ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Hom(V1; V2)).úÁÄÁÞÁ 3.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ (ÜÔÕ ÇÒÕ��ÕÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ GL(V )). ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÇÒÕ��Á?2



áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÏÄÇÒÕ��Á V 0 � V ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×É-ÅÍ k� (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ � 2 k, v; v0 2 V 0 ÉÍÅÅÍ �(v) 2 V 0, v + v0 2 V 0).ìÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÁÍÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ ÔÅÍ ÖÅ�ÏÌÅÍ.úÁÄÁÞÁ 3.11. äÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Map(S; k) ÉÚS × k { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.úÁÄÁÞÁ 3.12 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S ! W ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑk[S℄ ! W . âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ k[S℄ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÎÁÂÏÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ?úÁÄÁÞÁ 3.13. ðÕÓÔØ k[t℄ { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× antn + an�1tn�1 + :::+ a0 Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ× �ÏÌÅ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.úÁÄÁÞÁ 3.14. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Map(k; k) ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ �ÏÌÑ k × k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ�ÏÌÉÎÏÍÁ P = antn + an�1tn�1 + ::: + a0 É ËÁÖÄÏÇÏ � 2 k �ÏÌÏÖÉÍ 	P (�) = P (�). ðÏÌÕÞÁÅÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 : k[t℄! Map(k; k), P 7! �P . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 3.15 (*). ðÕÓÔØ k { ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 	 : k[t℄ ! Map(k; k) { ÎÅ ÍÏÎÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 3.16 (*). ðÕÓÔØ k { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 	 : k[t℄ ! Map(k; k) { ÍÏÎÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 3.17 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ.ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A É ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ A (Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ�ÁÒ a; b 2 A ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ a � b). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ � ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:Á. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a 2 A ×ÅÒÎÏ a � a.Â. åÓÌÉ a � b É b � , ÔÏ a �  (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ).×. åÓÌÉ a � b, ÔÏ b � a (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ).åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �, ÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a 2 A {ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a0 2 A, ÞÔÏ a0 � a. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a � a0,ÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ a ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ a0; �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏÓÔÏ �ÒÏ ËÌÁÓÓÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÑ × ÎÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a. ðÒÉÍÅÒ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÏ-ÓÔÉ { ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a = b mod n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁÄÁÞÕ 3.8 ÎÁ ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: \V �= V 0 ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ".úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ × ÌÉÓÔËÅ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 1, ÈÏÔÑ ÔÁÍ ÜÔÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ÍÙ Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ××Ï-ÄÉÌÉ.úÁÄÁÞÁ 3.18. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, V 0 � V { �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ V : a � b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a + v = b ÄÌÑËÁËÏÇÏ-ÔÏ v 2 V 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. 3



áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑV=V 0.úÁÄÁÞÁ 3.19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ! V=V 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ× ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ É Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 3.20. ðÕÓÔØ ' : V1 ! V2 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á V0 � V1 { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÎÏÌØ.Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V0 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V1.Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ' { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× v 2 V2 ×ÉÄÁ'(v0), v0 2 V1 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ÷ ÜÔÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, V0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ '.úÁÄÁÞÁ 3.21. ðÕÓÔØ ' : V1 ! V2 | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ' ÉÚÏÍÏÒÆÅÎÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V1=V0, ÇÄÅ V0 | ÑÄÒÏ '.ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ, ÂÁÚÉÓ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØúÁÄÁÞÁ 3.22. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, x1; : : : ; xn { ×ÅËÔÏÒÁ × V .ìÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× x1; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ ×ÉÄÁ v = �1x1 +�2x2+ � � �+�mxn, ÇÄÅ �1 { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ×ÅËÔÏÒÏ× x1; : : : ; xn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. üÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ x1; : : : ; xn É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ hx1; x2; : : : ; xni. �ÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ hx1; x2; : : : ; xni { �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x1 : : : ; xn.úÁÄÁÞÁ 3.23. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ü�ÉÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ kn × hx1; x2; : : : ; xni.õËÁÚÁÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÚÉÔÅ n-ËÕ (0; 0; 0; : : : ; 1; : : : ; 0) 2 kn (ÅÄÉÎÉ�Á ÎÁ l-Í ÍÅÓÔÅ) × xl.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. ÷ÅËÔÏÒÁ x1; : : : ; xn, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ v = �1x1 + �2x2 + � � � + �mxn, ÇÄÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ �i 6= 0, ÍÙ ÉÍÅÅÍv 6= 0úÁÄÁÞÁ 3.24. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn { ×ÅËÔÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Á ' { Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ,�ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÚÁÄÁÞÅ 3.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ' ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÁx1; : : : ; xn ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn { ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÞÔÏ V = hx1; x2; : : : ; xni. �ÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ x1; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ V .úÁÄÁÞÁ 3.25. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÁÚÉÓ × kn.úÁÄÁÞÁ 3.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ x1; : : : ; xn ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ kn.úÁÄÁÞÁ 3.27. ðÕÓÔØ v { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ × V �= kn, hvi { �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,Á V=hvi { ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V=hvi ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ kn�1.4



áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑõËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Vl � V �= kn, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ n-ËÁÍÉ ×ÉÄÁh�1; �2; : : : ; �l�1; 0; �l+1; : : : ; �ni(ÎÁ l-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ 0). üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ kn�1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑËÁËÏÇÏ-ÔÏ l = 1; 2; : : : ; n ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ Vl ! V=hvi { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 3.28. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xl { ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ × V �= kn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏV=hx1; x2; : : : ; xli ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ kn�lõËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ.úÁÄÁÞÁ 3.29. ðÕÓÔØ V1 � V2 { �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V2 �= kn. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V1 �= km.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m 6 n.úÁÄÁÞÁ 3.30. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xl { ÂÁÚÉÓ × V �= kn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ l = n.úÁÄÁÞÁ 3.31 (!). ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kl É km ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ l = m.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ kn. þÉÓÌÏ n × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ V . üÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑÔÁË: dimV = n. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, n Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 3.32. ðÕÓÔØ x1; x2; : : : ; xl { ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ × ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å V , ÞÔÏ V 0 := V=hx1; x2; : : : ; xli { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ xl+1 2 V { ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ,ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ × V 0 ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x1; x2; : : : ; xl; xl+1ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.úÁÄÁÞÁ 3.33 (!). ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× x1; x2; : : : ; xl; : : : 2 V .õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 3.34 (!). ðÕÓÔØ V � V 0 { �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ dimV 6 dimV 0õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 3.35. ðÕÓÔØ V = V 0=V 00 { ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ V 0 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimV 6 dimV 0. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ dimV 0 =dimV + dimV 00.õËÁÚÁÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: ×ÙÂÅÒÉÔÅ × V ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, É �ÏÄÎÉÍÉÔÅ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÁ × V 0.úÁÄÁÞÁ 3.36. ðÕÓÔØ f : V ! V 0 { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÌÉÂÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÉÌÉ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÚ V × k.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V �.5



áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑúÁÄÁÞÁ 3.37. äÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimV = dimV �.úÁÄÁÞÁ 3.38. ðÕÓÔØ k { �ÏÌÅ, S { ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (k[S℄)� �= Map(S; k)?úÁÄÁÞÁ 3.39 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ev! V ��, v 7! (� 7! �(v)), ×ÅËÔÏÒv 2 V �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÆÏÒÍÕ � 7! �(v) ÎÁ V �. ðÕÓÔØ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ev! V �� {ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 3.36.úÁÄÁÞÁ 3.40 (**). äÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ev!V �� { ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.12. ðÕÓÔØ U , V , W { ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅU � V �! W , u; v 7! �(u; v) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ�(u; �) : V !W É �(�; u) : U ! W ÌÉÎÅÊÎÙÅ.úÁÄÁÞÁ 3.41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ U�V !W .ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(U 
 V;W ). ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ×ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:úÁÄÁÞÁ 3.42 (*). äÁÎÙ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U � V É�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k[U�V ℄. üÌÅÍÅÎÔ k[U�V ℄, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÁÒÅ hu; vi 2 U�,ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ u
 v. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÎÅÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ×ÉÄÁ au
v�a(u
v), u
av�a(u
v), (u1+u2)
v�u1
v�u2
v, u
(v1+v2)�u
v1�u
v2,É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ U 
 V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ W �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏHom(U 
 V;W ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ U � V × W .ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U 
 V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U É V .úÁÄÁÞÁ 3.43 (*). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ U , V ,W ÒÁ×ÎÁ a; b; . ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Hom(U
V;W ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.13. ðÕÓÔØ V - ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V ÅÓÔØÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V � V �! k. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �(x; y) = �(y; x). âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÓÔØÆÏÒÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �(x; y) = ��(y; x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÉÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÚÁ S2V �, ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÚÁ �2V �, Á ×ÓÅÈÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÚÁ (V 
 V )�.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.14. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ k ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 2, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ 2 = 1+1ÏÂÒÁÔÉÍÏ × k.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ �ÏÌÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ.÷�ÌÏÔØ ÄÏ ËÏÎ�Á ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ k ÎÅÒÁ×ÎÁ 2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.15. åÓÌÉ U , V { ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ U �V ÍÎÏÖÅÓÔ×U É V ÔÏÖÅ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. üÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ U É V É ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔÓÑ U � V . 6



áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑúÁÄÁÞÁ 3.44. ÷ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÚÁÄÁÎÙ ÔÁËÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U; V , ÞÔÏ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÅ ÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 0 2 V , Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÒÁ×ÎÁ ÒÁ×ÎÁ ×ÓÅÍÕ W .äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ W ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ U � V .úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁËÖÅ �ÉÛÕÔ, ÞÔÏ W = U � V .úÁÄÁÞÁ 3.45. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ × ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÅ Sym(�)(x; y) = 12(�(x; y) + �(y; x)) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Alt(�)(x; y) =12(�(x; y)� �(y; x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ(V 
 V )� Sym! S2V �; (V 
 V )� Alt! �2V �äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Sym�Alt : (V 
 V )� ! S2V � � �2V �ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 3.46 (*). ðÕÓÔØ dimV = n. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ S2V � É �2V �.úÁÄÁÞÁ 3.47. ðÕÓÔØ � { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �(u +v; u+ v) = �(v; v) + �(u; u) + 2�(u; v).úÁÄÁÞÁ 3.48 (!). ðÕÓÔØ � { ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �(x; x) 6= 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x 2 V .õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.16. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � : V � V ! k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v 2 V , � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ �(v; �) : V ! k. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ v ÌÅÖÉÔ × ÒÁÄÉËÁÌÅ �, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.úÁÄÁÞÁ 3.49 (*). ÷ ÜÔÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ { ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï × V .òÁÄÉËÁÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rad�.úÁÄÁÞÁ 3.50 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(v + r; v0 + r0) = �(v; v0) ÄÌÑ r; r0 2 rad�.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V=rad�.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.17. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ) ÆÏÒÍÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÒÁÄÉËÁÌ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ.úÁÄÁÞÁ 3.51. ðÕÓÔØ � { ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ! V �, v 7!�(v; �), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ v × ÆÏÒÍÕ t 7! �(v; t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.7



áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑúÁÄÁÞÁ 3.52. ðÕÓÔØ � { ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , É � : V ! k { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ v 2 V , ÞÔÏ �(t) = �(v; t).õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.18. ðÕÓÔØ V { �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ (ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ) ÆÏÒÍÏÊ �, V1 � V ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ V ?1 ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v 2 V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �(v; v1) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v1 2 V1.úÁÄÁÞÁ 3.53 (!). ÷ ÜÔÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, �ÕÓÔØ � ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁ V É ÎÁ V1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ V1 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. �ÏÇÄÁ V = V1 � V ?1 .õËÁÚÁÎÉÅ. �Ï, ÞÔÏ V1 É V ?1 ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÓÔÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v 2 V �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ V1 É V ?1 .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �(v; �) ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ V1. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍv1 2 V1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ �(v � v1; �) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ V1. îÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ v � v1 2 V ?1 .úÁÄÁÞÁ 3.54 (!). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ � { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . �ÏÇÄÁ × V ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓx1; : : : ; xn, ÞÔÏ �(xi; xj) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j, É �(xi; xi) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅËÔÏÒ x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(x; x) 6= 0. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = hxi � hxi?,�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ.úÁÄÁÞÁ 3.55 (*). ðÕÓÔØ � { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V �ÏÇÄÁ × V ÅÓÔØ ÔÁËÏÊÂÁÚÉÓ x1; : : : ; xn, ÞÔÏ �(xi; xj) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j. �ÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 3.56 (*). ðÕÓÔØ � { ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ VÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ × V ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ x1; :::; x2n, ÞÔÏ�(x2r�1; x2r) = ��(x2r; x2r�1) = 1�ÒÉ r = 1; 2; :::; n, É �(xi; xj) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÁÒ (i; j).õËÁÚÁÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÉ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.19. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, Á � { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÍ. æÏÒÍÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ �(x; x) > 0ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x.úÁÄÁÞÁ 3.57. ðÕÓÔØ � { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . �ÏÇÄÁ × V ÅÓÔØÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ x1; : : : ; xn, ÞÔÏ �(xi; xj) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j, É �(xi; xi) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.20. �ÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 3.58 (*). ðÕÓÔØ x; y { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , Á � { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(x; x) + �(y; y)2 > �(x; y):
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áìçåâòá 3: ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑúÁÄÁÞÁ 3.59 (*). ÷ ÔÅÈ ÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ:p�(x; x)�(y; y) > �(x; y):úÁÄÁÞÁ 3.60 (*). äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁp�(x; x) +p�(y; y) >p�(x+ y; x+ y):
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