äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áìçåâòá 3: ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ

œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ (ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎ \ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ") ÇÒÕÐÐÁ { ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ, ÇÄÅ ÓÏÂÌÀ- ÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ f · g = g · f ïÐÅÒÁÃÉÀ ÇÒÕÐÐÏŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÚÎÁËÏÍ + É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ; ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ 0 É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÕÌÅÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ìÉÎÅÊÎÏÅ, ÉÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k { ÜÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ k × V → V (\ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ"), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

Á. äÌÑ ÌÀÂÙÈ – ∈ k, u; v ∈ V , ÉÍÅÅÍ –(u + v) = –u + –v. äÌÑ ÌÀÂÙÈ –_1; –_2 ∈ k, u ∈ V , ÉÍÅÅÍ (–_1 + –_2)u = –_1u + –_2u (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ).

Â. äÌÑ ÌÀÂÙÈ –_1; –_2 ∈ k, u ∈ V , ÉÍÅÅÍ –_1(–_2u) = (–_1–_2)u (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ). Œ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V , ÉÍÅÅÍ 1v = v, ÇÄÅ 1 ∈ k - ÅÄÉÎÉÃÁ.

üÌÅÍÅÎÔÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ { ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 3.1. äÁÎÏ ÐÏÌÅ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ. úÁÄÁÞÁ 3.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ k^∗ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ k ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ k.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÌÑ k. úÁÄÁÞÁ 3.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R.

úÁÄÁÞÁ 3.4. äÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0_k(v) = 0_V , ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V . úÄÅÓØ 0_k ÅÓÔØ ÎÏÌØ Œ ÐÏÌÅ k, Á 0_V - ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ V .

úÁÄÁÞÁ 3.5. äÁÎÏ ÐÏÌÅ ë, É Œ ÎÅÍ ÐÏÄÐÏÌÅ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ë ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k.

úÁÄÁÞÁ 3.6. äÁÎÏ ÐÏÌÅ k.

Á. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ n-ÏË (a_1; a_2; : : : ; a_n) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ k. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÎÁ k^n ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÊÓÔŒÉÅ k^∗ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

Â. äÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[S] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

⟨a_{s1} ; a_{s2} ; : : : ⟩

ÉÚ k, ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ s_i ∈ S, ÞÔÏ ŒÓÅ a_s ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. œŒÅÄÉÔÅ ÎÁ k[S] ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k[S] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ S. íÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ k[S] { ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ s ∈ S ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ [s] ∈ k[S], ÞÔÏ ŒÓÅ a_s′ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ a_s, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁŒÎÏ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ A, B { ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. çÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ » : A → B ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G ÅÓÌÉ »(g(a)) = g(»(a)).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÒÕÐ- ÐÏŒÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ

f : G_1 → G_2; f(g + g^′) = f(g) + f(g^′) (3.1)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ k ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÓÍ. (3.1)) É ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ k^∗.

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V_1 → V_2, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ f(v_1 + v_2) = f(v_1) + f(v_2), f(–v) = –f(v). íÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ (ËÏÌÅÃ, ÐÏÌÅÊ, É ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ). œ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ŒÍÅÓÔÏ \ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ" ÞÁÓÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ \ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ" ÉÌÉ \ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ".

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÓÅÂÑ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ Id_V . ïÞÅŒÉÄÎÏ, Id_V { ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : V_1 → V_2 ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : V_2 → V_1, ÞÔÏ

∘ ’ = Id_{V1} ; ’ ∘ = Id_{V2} : (3.2)

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ?

úÁÄÁÞÁ 3.8. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , V^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÐÉÛÕÔ V ∼= V^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á. åÓÌÉ V ∼= V^′, Á V^′ ∼= V^{′′}, ÔÏ V ∼= V^{′′}.

Â. åÓÌÉ V ∼= V^′, ÔÏ V^′ ∼= V .

Œ. œÓÅÇÄÁ V ∼= V .

úÁÄÁÞÁ 3.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ V_1 Œ V_2 ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÅÇÏ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Hom(V_1; V_2)).

úÁÄÁÞÁ 3.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ (ÜÔÕ ÇÒÕÐÐÕ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ GL(V )). ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ V^′ ⊂ V ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÅÍ k^∗ (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ – ∈ k, v; v^′ ∈ V^′ ÉÍÅÅÍ –(v) ∈ V^′, v + v^′ ∈ V^′).

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÁÍÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÔÅÍ ÖÅ ÐÏÌÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.11. äÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Map(S; k) ÉÚ S Œ k { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.12 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S → W ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ k[S] → W . âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ k[S] ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÎÁÂÏÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ?

úÁÄÁÞÁ 3.13. ðÕÓÔØ k[t] { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ a_nt^n + a_{n−1}t^{n−1} + ::: + a_0 Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.14. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Map(k; k) ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÐÏÌÑ k Œ k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P = a_nt^n + a_{n−1}t^{n−1} + ::: + a_0 É ËÁÖÄÏÇÏ – ∈ k ÐÏÌÏÖÉÍ ¯_P (–) = P (–). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ : k[t] → Map(k; k), P → ˘_P . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.15 (*). ðÕÓÔØ k { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯ : k[t] → Map(k; k) { ÎÅ ÍÏÎÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.16 (*). ðÕÓÔØ k { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯ : k[t] → Map(k; k) { ÍÏÎÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.17 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A É ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ A (Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ a; b ∈ A ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ, ÞÔÏ a ∼ b). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ∼ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

Á. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ŒÅÒÎÏ a ∼ a.

Â. åÓÌÉ a ∼ b É b ∼ c, ÔÏ a ∼ c (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ).

Œ. åÓÌÉ a ∼ b, ÔÏ b ∼ a (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ).

åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼, ÔÏ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a^′ ∈ A, ÞÔÏ a^′ ∼ a. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ∼ a^′, ÔÏ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ a ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ a^′; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÑ Œ ÎÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a. ðÒÉÍÅÒ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÏ- ÓÔÉ { ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a = b mod n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁÄÁÞÕ 3.8 ÎÁ ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: \V ∼= V^′ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ".

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Œ ÌÉÓÔËÅ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 1, ÈÏÔÑ ÔÁÍ ÜÔÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ÍÙ ÑŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ŒŒÏ- ÄÉÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.18. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, V^′ ⊂ V { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ V : a ∼ b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a + v = b ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ v ∈ V^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V=V^′.

úÁÄÁÞÁ 3.19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → V=V^′, ËÏÔÏÒÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.20. ðÕÓÔØ ’ : V_1 → V_2 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á V_0 ⊂ V_1 { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÎÏÌØ.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V_0 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V_1.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ’ { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ v ∈ V_2 ŒÉÄÁ ’(v^′), v^′ ∈ V_1 { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V_2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. œ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, V_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ’.

úÁÄÁÞÁ 3.21. ðÕÓÔØ ’ : V_1 → V_2 | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ’ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V_1=V_0, ÇÄÅ V_0 | ÑÄÒÏ ’.

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ, ÂÁÚÉÓ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

úÁÄÁÞÁ 3.22. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, x_1; : : : ; x_n { ŒÅËÔÏÒÁ Œ V . ìÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ x_1; : : : ; x_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ŒÉÄÁ v = –_1x_1 + –_2x_2 + · · · + –_mx_n, ÇÄÅ –_1 { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ x_1; : : : ; x_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ x_1; : : : ; x_n É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ⟨x_1; x_2; : : : ; x_n⟩. ôÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ⟨x_1; x_2; : : : ; x_n⟩ { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x_1 : : : ; x_n.

úÁÄÁÞÁ 3.23. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÐÉÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ k^n Œ ⟨x_1; x_2; : : : ; x_n⟩.

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÚÉÔÅ n-ËÕ (0; 0; 0; : : : ; 1; : : : ; 0) ∈ k^n (ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÁ l-Í ÍÅÓÔÅ) Œ x_l.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. œÅËÔÏÒÁ x_1; : : : ; x_n, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ v = –_1x_1 + –_2x_2 + · · · + –_mx_n, ÇÄÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ –_i ≠ 0, ÍÙ ÉÍÅÅÍ v ≠ 0

úÁÄÁÞÁ 3.24. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n { ŒÅËÔÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ’ { ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÚÁÄÁÞÅ 3.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÁ x_1; : : : ; x_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n { ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÞÔÏ V = ⟨x_1; x_2; : : : ; x_n⟩. ôÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ x_1; : : : ; x_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ V .

úÁÄÁÞÁ 3.25. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÁÚÉÓ Œ k^n.

úÁÄÁÞÁ 3.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ x_1; : : : ; x_n ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k^n.

úÁÄÁÞÁ 3.27. ðÕÓÔØ v { ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ Œ V ∼= k^n, ⟨v⟩ { ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á V=⟨v⟩ { ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V=⟨v⟩ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k^{n−1}.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_l ⊂ V ∼= k^n, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ n-ËÁÍÉ ŒÉÄÁ ⟨–_1; –_2; : : : ; –_{l−1}; 0; –_{l+1}; : : : ; –_n⟩ (ÎÁ l-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ 0). üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k^{n−1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ l = 1; 2; : : : ; n ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ V_l → V=⟨v⟩ { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÁÄÁÞÁ 3.28. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_l { ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ V ∼= k^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V=⟨x_1; x_2; : : : ; x_l⟩ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k^{n−l} õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.29. ðÕÓÔØ V_1 ⊂ V_2 { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V_2 ∼= k^n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V_1 ∼= k^m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m ⩽ n.

úÁÄÁÞÁ 3.30. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_l { ÂÁÚÉÓ Œ V ∼= k^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ l = n. úÁÄÁÞÁ 3.31 (!). ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^l É k^m ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ l = m. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k^n. þÉÓÌÏ n Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ V . üÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: dim V = n. ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. úÁÄÁÞÁ 3.32. ðÕÓÔØ x_1; x_2; : : : ; x_l { ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V , ÞÔÏ V^′ := V=⟨x_1; x_2; : : : ; x_l⟩ { ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x_{l+1} ∈ V { ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ Œ V^′ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x_1; x_2; : : : ; x_l; x_{l+1} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 3.33 (!). ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x_1; x_2; : : : ; x_l; : : : ∈ V . õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.34 (!). ðÕÓÔØ V ⊂ V^′ { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ dim V ⩽ dim V^′ õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.35. ðÕÓÔØ V = V^′=V^{′′} { ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ V^′ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim V ⩽ dim V^′. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ dim V^′ = dim V + dim V^{′′}.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÅÊÓÔŒÕÊÔÅ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ: ŒÙÂÅÒÉÔÅ Œ V ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, É ÐÏÄÎÉÍÉÔÅ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÁ Œ V^′.

úÁÄÁÞÁ 3.36. ðÕÓÔØ f : V → V^′ { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÌÉÂÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÉÌÉ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚ V Œ k. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V^∗.

úÁÄÁÞÁ 3.37. äÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim V = dim V^∗.

úÁÄÁÞÁ 3.38. ðÕÓÔØ k { ÐÏÌÅ, S { ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (k[S])^∗ ∼= Map(S; k)?

úÁÄÁÞÁ 3.39 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^{ev}→ V^{∗∗}, v → (– → –(v)), ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÆÏÒÍÕ – → –(v) ÎÁ V^∗. ðÕÓÔØ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V^{ev}→ V^{∗∗} { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 3.36.

úÁÄÁÞÁ 3.40 (**). äÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V^{ev}→ V^{∗∗} { ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.12. ðÕÓÔØ U, V , W { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U × V^¯→ W , u; v → —(u; v) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ —(u; ·) : V → W É —(·; u) : U → W ÌÉÎÅÊÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ U ×V → W . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(U ⊗ V; W ). ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:

úÁÄÁÞÁ 3.42 (*). äÁÎÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U É V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U × V É ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k[U ×V ]. üÌÅÍÅÎÔ k[U ×V ], ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÁÒÅ ⟨u; v⟩ ∈ U×, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ u ⊗ v. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÎÅÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ au⊗v −a(u⊗v), u⊗av −a(u⊗v), (u_1 +u_2)⊗v −u_1 ⊗v −u_2 ⊗v, u⊗(v_1 +v_2)−u⊗v_1 −u⊗v_2, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÅÒÅÚ U ⊗ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ W ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(U ⊗ V; W ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ U × V Œ W .

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊗ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É V .

úÁÄÁÞÁ 3.43 (*). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ U, V , W ÒÁŒÎÁ a; b; c. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Hom(U⊗V; W ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.13. ðÕÓÔØ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × V^¯→ k. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ —(x; y) = —(y; x). âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ —(x; y) = −—(y; x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÚÁ S^2V^∗, ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÚÁ ~^2V^∗, Á ŒÓÅÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÚÁ (V ⊗ V )^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.14. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ k ÎÅ ÒÁŒÎÁ 2, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ 2 = 1+1 ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ k.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÎÅŒÅÒÎÏ.

œÐÌÏÔØ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÂÁÚÏŒÏÇÏ ÐÏÌÑ k ÎÅ ÒÁŒÎÁ 2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.15. åÓÌÉ U, V { ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ U × V ÍÎÏÖÅÓÔŒ U É V ÔÏÖÅ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ U É V É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ U ⊕ V .

úÁÄÁÞÁ 3.44. œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÚÁÄÁÎÙ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U; V , ÞÔÏ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÅ ÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 0 ∈ V , Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÒÁŒÎÁ ÒÁŒÎÁ ŒÓÅÍÕ W . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ W ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ U ⊕ V .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁËÖÅ ÐÉÛÕÔ, ÞÔÏ W = U ⊕ V .

úÁÄÁÞÁ 3.45. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÉÚ ŒÓÅÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÅ Sym(—)(x; y) =^1_2 (—(x; y) + —(y; x)) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÑ Alt(—)(x; y) = 1 2 (—(x; y) − —(y; x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (V ⊗ V )^{∗ Sym}→ S^2V^∗; (V ⊗ V )^{∗ Alt}→ ~^2V^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Sym ⊕ Alt : (V ⊗ V )^∗ → S^2V^∗ ⊕ ~^2V^∗ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.46 (*). ðÕÓÔØ dim V = n. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ S^2V^∗ É ~^2V^∗. úÁÄÁÞÁ 3.47. ðÕÓÔØ — { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ —(u + v; u + v) = —(v; v) + —(u; u) + 2—(u; v).

úÁÄÁÞÁ 3.48 (!). ðÕÓÔØ — { ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ —(x; x) ≠ 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x ∈ V .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.16. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ — : V × V → k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ V , — ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ —(v; ·) : V → k. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ v ÌÅÖÉÔ Œ ÒÁÄÉËÁÌÅ —, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ 3.49 (*). œ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Œ V .

òÁÄÉËÁÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rad —.

úÁÄÁÞÁ 3.50 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ —(v + r; v^′ + r^′) = —(v; v^′) ÄÌÑ r; r^′ ∈ rad —. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ — ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V=rad —. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.17. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ) ÆÏÒÍÁ — ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÒÁÄÉËÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.51. ðÕÓÔØ — { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → V^∗, v → —(v; ·), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ v Œ ÆÏÒÍÕ t → —(v; t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.52. ðÕÓÔØ — { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , É – : V → k { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V , ÞÔÏ –(t) = —(v; t).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.18. ðÕÓÔØ V { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ (ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÊ) ÆÏÒÍÏÊ —, V_1 ⊂ V ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ V^⊥_1 ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ —(v; v_1) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v_1 ∈ V_1.

úÁÄÁÞÁ 3.53 (!). œ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÐÕÓÔØ — ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁ V É ÎÁ V_1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V_1 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. ôÏÇÄÁ V = V_1 ⊕ V^⊥_1 .

õËÁÚÁÎÉÅ. ôÏ, ÞÔÏ V_1 É V^⊥_1 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V_1 É V^⊥_1 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ —(v; ·) ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ V_1. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ v_1 ∈ V_1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ —(v − v_1; ·) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ V_1. îÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ v − v_1 ∈ V^⊥_1 .

úÁÄÁÞÁ 3.54 (!). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ — { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ôÏÇÄÁ Œ V ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ x_1; : : : ; x_n, ÞÔÏ —(x_i; x_j ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ≠ j, É —(x_i; x_i) ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅËÔÏÒ x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ —(x; x) ≠ 0. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = ⟨x⟩ ⊕ ⟨x⟩^⊥, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.55 (*). ðÕÓÔØ — { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V ôÏÇÄÁ Œ V ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ x_1; : : : ; x_n, ÞÔÏ —(x_i; x_j ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ≠ j. ôÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.56 (*). ðÕÓÔØ — { ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ Œ V ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ x_1; :::; x_{2n}, ÞÔÏ

—(x_{2r−1}; x_{2r}) = −—(x_{2r}; x_{2r−1}) = 1

ÐÒÉ r = 1; 2; :::; n, É —(x_i; x_j ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÁÒ (i; j).

õËÁÚÁÎÉÅ. äÅÊÓÔŒÕÊÔÅ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÌÉ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.19. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á — { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÍ. æÏÒÍÁ — ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ —(x; x) > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x.

úÁÄÁÞÁ 3.57. ðÕÓÔØ — { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ Œ V ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ x_1; : : : ; x_n, ÞÔÏ —(x_i; x_j ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ≠ j, É —(x_i; x_i) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.20. ôÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.58 (*). ðÕÓÔØ x; y { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á — { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

—(x; x) + —(y; y) 2 ⩾ —(x; y):

úÁÄÁÞÁ 3.59 (*). œ ÔÅÈ ÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ: √ —(x; x)—(y; y) ⩾ —(x; y):

úÁÄÁÞÁ 3.60 (*). äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ √ —(x; x) + √ —(y; y) ⩾ √ —(x + y; x + y):