
áìçåâòá 5: áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áìçåâòá 5: áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍáÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍúÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÏÌÅ k.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V1 � V2) ��! V2 ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v1 2 V1, v2 2 V2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ�(v1; �) : V2 �! V3; �(�; v2) : V1 �! V3(ÏÄÉÎ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÏÊ �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V2, V1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) ÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ. åÝÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ \ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ �Ï ËÁÖÄÏÍÕÁÒÇÕÍÅÎÔÕ". äÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÚÎÁÞÏË ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÓÍ.ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 3): × ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ, ÍÙ �ÉÛÅÍ� : V1 
 V2 �! V3:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ A - ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, Á � : A
 A�! A ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ (\ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ"). (A; �) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ � ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ:�(a1; �(a2; a3)) = �(�(a1; a2); a3)):ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË a � b. åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÚÁÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ 1ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(1; a) = �(a; 1) = a ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 2 A, ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ, Á ÁÌ-ÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ r : A�! A0 ÁÌÇÅÂÒ { ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ { ÜÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 5.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ÉÍÅÅÍ �(a; b) = �(b; a).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ) ËÏÌØ�Ï.úÁÄÁÞÁ 5.2. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.úÁÄÁÞÁ 5.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉ�Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ.úÁÄÁÞÁ 5.4 (*). ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.úÁÄÁÞÁ 5.5. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á End(V ) { �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ V × V , Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ End(V ) { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. ÷ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁ End(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Mat(V ).úÁÄÁÞÁ 5.6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ Mat(V )?1



áìçåâòá 5: áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍúÁÄÁÞÁ 5.7. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Mat(V ) �= Mat(V 0).Á. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V , V 0 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V , V 0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× a : V �! V 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ Mat(V ) �= Mat(V 0).Â. (*)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V �= V 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ) V , V 0. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ. 1×. (**)íÏÖÎÏ ÌÉ × (Â) ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ?úÁÄÁÞÁ 5.8 (!). äÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÕ × MatV ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ).õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÉÔÅ V = A.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. áÌÇÅÂÒÁ A Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ, ÅÓÌÉ An0 { ÇÒÕ��Á�Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ AÏÂÒÁÔÉÍÙ.úÁÄÁÞÁ 5.9. ðÕÓÔØ H - ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1; I; J;K.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÞÔÏ1. 1 � a = a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 H ,2. I2 = J2 = K2 = �1,3. I � J = �J � I = K.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. áÌÇÅÂÒÁ H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×.úÁÄÁÞÁ 5.10 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ \ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ" z �! z, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁH �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ a+ bI + J + dK �! a� bI � J � dK:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z1z2 = z2z1.úÁÄÁÞÁ 5.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ zz = a2 + b2 + 2 + d2, ÅÓÌÉ z = a+ bI + J + dK.úÁÄÁÞÁ 5.12 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H { ÔÅÌÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.1éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ × V ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× S, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.Á) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ V� 2 S, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ ×ÓÅÍÕ V , × S ÅÓÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V�0 , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ V� É ÅÍÕ ÎÅÒÁ×ÎÏ.Â) ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÁÂÏÒ S0 � S ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× V , ÌÅÖÁÝÉÈ × S, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ V�; V�0 2 S0ÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏ × ÄÒÕÇÏÍ: ÌÉÂÏ V� � V�0 , ÌÉÂÏ V�0 � V�. �ÏÇÄÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ V�i 2 S0 ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × S�ÏÇÄÁ V ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × S. ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ.2



áìçåâòá 5: áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍúÁÄÁÞÁ 5.13. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ 5.9 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï I2 = J2 = K2 = �1 ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁ I2 = �1,J2 = K2 = 1, Á ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÁÌÉ × ×ÉÄÅ I �J �K = �1 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÑÔØ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ R4 (ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÁÒÁ-Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×). âÕÄÅÔÌÉ ÏÎÁ ÔÅÌÏÍ?úÁÄÁÞÁ 5.14 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÁÒÁ-Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Mat(R2).úÁÄÁÞÁ 5.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÊ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.áÌÇÅÂÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ k. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ' ÎÁ V { ÜÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ V � V � V � : : : �! k, ÌÉÎÅÊÎÏÅ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. íÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÜÔÏ ××ÉÄÅ ' : V 
 V 
 V 
 : : : �! k:åÓÌÉ ',  { �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ i-ÆÏÒÍÁ É j-ÆÏÒÍÁ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ'
  : V � V � V � : : :| {z }i+j �! k;ÚÁÄÁÎÎÏÅ × ×ÉÄÅ ('
  )(v1; v2; : : : ; vi+j) = '(v1; : : : ; vi)'(vi+1; : : : ; vi+j)ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏÖÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÏÌÉÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.úÁÄÁÞÁ 5.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �iMiV �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× MiV i-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ.úÁÄÁÞÁ 5.17. ðÕÓÔØ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ V � (× ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕ-Á�ÉÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÏÒÏÖÄÅÎÁ V �).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ V , W { ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏU = hV � W i, Ó×ÏÂÏÄÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ �ÁÒÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÏ× v; w 2 V;W . ÷ÅËÔÏÒÁ U , ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÁÒÅ v; w, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÚÁ v 
 w. ïÔÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ U �Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ:(�v)
 w � �(v 
 w); v 
 (�w)� �(v 
 w); � 2 k(v + v0)
 w � v 
 w � v0 
 w; v 
 (w + w0)� v 
 w � v 
 w0:ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ V É W , É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V 
W .úÁÄÁÞÁ 5.18 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (V 
W )� ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ ÎÁ (V;W ).úÁÄÁÞÁ 5.19. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V 
 W , ÅÓÌÉ dimV = n, dimW = m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏV 
W � ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ W × V .3



áìçåâòá 5: áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍúÁÄÁÞÁ 5.20 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U 
 (V 
W ) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (U 
 V )
W .úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÕÓËÁÔØ ÓËÏÂËÉ �ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ: ÍÙ �ÉÛÅÍ U
V 
W ,�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÑ ÌÀÂÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÓËÏÂÏË (ÏÎÉ ×ÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ V Ó ÓÏÂÏÊ i ÒÁÚ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ V 
i. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ×ÙÛÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÎÁÂÄÉÔØ Li V 
i ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍV 
i � V 
j �! V 
j+jï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6. ó×ÏÂÏÄÎÁÑ (ÉÌÉ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ) ÁÌÇÅÂÒÁ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ V { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁLi V 
i Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T (V ). îÕÌÅ×ÁÑËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ T (V ) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, T (V ) -ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.úÁÄÁÞÁ 5.21 (!). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T (V )ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V �.úÁÄÁÞÁ 5.22 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ V × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ T (V )�! A.úÁÄÁÞÁ 5.23 (!). ðÕÓÔØ hxii { ÂÁÚÉÓ × V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ × T (V ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ ÍÏÎÏ-ÍÁÍÉ ×ÉÄÁ xi1xi2xi3 � � � .úÁÄÁÞÁ 5.24 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ k (\�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ"). ðÕÓÔØÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÎÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W � T (V ) (\�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ"). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁË-ÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T (V ) �Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ T (V )WT (V ) , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁvwv0, ÇÄÅ w 2 W . ðÕÓÔØ ÏÎÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.7. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÕÓÔØ xi { ÂÁÚÉÓ × V , Á wi - ÂÁÚÉÓ × W .ëÁÖÄÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ wi = 0 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ×ÉÄÁXI �i1;:::;inxi1xi2 � � � = 0ÇÄÅ I �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏ×, Á �i1;:::;in { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÚ �ÏÌÑ k. áÌÇÅÂÒÁT (V )=T (V )WT (V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ vi É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉwi.úÁÄÁÞÁ 5.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÉÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ V É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ W ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÉÔÅ A = V .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ËÁË ×ÙÛÅ, �ÒÉÞÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ, �ÒÉÞÅÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ W ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.úÁÄÁÞÁ 5.26. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.4



áìçåâòá 5: áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍúÁÄÁÞÁ 5.27 (*). ÷ÓÑËÁÑ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ?úÁÄÁÞÁ 5.28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Mat(R2) ËÏÎÅÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.úÁÄÁÞÁ 5.29. úÁÄÁÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ k[t; t�1℄ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊg : V 
 V �! R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Cl(V ), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ V , É ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ×ÉÄÁ v1 � v2 + v2 � v1 = g(v1; v2) � 1;ÇÄÅ v1; v2 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ V . üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍk.úÁÄÁÞÁ 5.30. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÎÁÄ R.úÁÄÁÞÁ 5.31. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÎÁÄ R ÄÌÑ dimV = 1; 2.úÁÄÁÞÁ 5.32 (!). ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ É �ÁÒÁ-Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ × ×ÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁÎÁÄ R.úÁÄÁÞÁ 5.33 (*). ðÕÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V ÒÁ×ÎÁ n. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Cl(V ) ËÁË ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?úÁÄÁÞÁ 5.34 (**). ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉ� Mat(R2n ) × ×ÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ.
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