äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áìçåâòá 5: áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ

áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÏÌÅ k.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V_1 × V_2)^¯−→ V_2 ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v_1 ∈ V_1, v_2 ∈ V_2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

¯(v_1; ·) : V_2 −→ V_3; ¯(·; v_2) : V_1 −→ V_3

(ÏÄÉÎ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_2, V_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ. åÝÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ \ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ". äÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÚÎÁÞÏË ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 3): Œ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÍÙ ÐÉÛÅÍ

¯ : V_1 ⊗ V_2 −→ V_3:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ A - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á ¯ : A ⊗ A −→ A ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ (\ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ"). (A; ¯) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ ¯ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ:

¯(a_1; ¯(a_2; a_3)) = ¯(¯(a_1; a_2); a_3)):

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË a · b. åÓÌÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÚÁÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ¯(1; a) = ¯(a; 1) = a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A, ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ, Á ÁÌ- ÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ r : A −→ A^′ ÁÌÇÅÂÒ { ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ { ÜÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 5.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ÉÍÅÅÍ ¯(a; b) = ¯(b; a). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ) ËÏÌØÃÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.2. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.4 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.5. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á End(V ) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ V Œ V , Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ End(V ) { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁ End(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Mat(V ).

úÁÄÁÞÁ 5.6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ Mat(V )?

úÁÄÁÞÁ 5.7. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Mat(V ) ∼= Mat(V^′).

Á. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V , V^′ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V , V^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ a : V −→ V^′, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ Mat(V ) ∼= Mat(V^′).

Â. (*)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ∼= V^′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ) V , V^′. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ.^1 Œ. (**)íÏÖÎÏ ÌÉ Œ (Â) ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ?

úÁÄÁÞÁ 5.8 (!). äÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÐÏÄÁÌ- ÇÅÂÒÕ Œ Mat V ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ). õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÚØÍÉÔÅ V = A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. áÌÇÅÂÒÁ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ, ÅÓÌÉ A\0 { ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.9. ðÕÓÔØ H - ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1; I; J; K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÞÔÏ 1. 1 · a = a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ H , 2. I^2 = J^2 = K^2 = −1, 3. I · J = −J · I = K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. áÌÇÅÂÒÁ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. úÁÄÁÞÁ 5.10 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ \ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ" z −→ z, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ H ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ a + bI + cJ + dK −→ a − bI − cJ − dK:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z_1z_2 = z_2z_1.

úÁÄÁÞÁ 5.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ zz = a^2 + b^2 + c^2 + d^2, ÅÓÌÉ z = a + bI + cJ + dK. úÁÄÁÞÁ 5.12 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H { ÔÅÌÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

1éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Œ V ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ.

Á) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ V_ff ∈ S, ÎÅ ÒÁŒÎÏÇÏ ŒÓÅÍÕ V , Œ S ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_ff′ , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ V_ff É ÅÍÕ ÎÅ ÒÁŒÎÏ.

Â) ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÁÂÏÒ S^′ ⊂ S ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ V , ÌÅÖÁÝÉÈ Œ S, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ V_ff; V_ff′ ∈ S^′ ÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏ Œ ÄÒÕÇÏÍ: ÌÉÂÏ V_ff ⊂ V_ff′ , ÌÉÂÏ V_ff′ ⊂ V_ff. ôÏÇÄÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ V_{ffi} ∈ S^′ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ S ôÏÇÄÁ V ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ S. ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.13. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÚÁÄÁÞÉ 5.9 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I^2 = J^2 = K^2 = −1 ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁ I^2 = −1, J^2 = K^2 = 1, Á ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÚÁÐÉÓÁÌÉ Œ ŒÉÄÅ I ·J ·K = −1 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÑÔØ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ R^4 (ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÁÒÁ-ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ). âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÔÅÌÏÍ?

úÁÄÁÞÁ 5.14 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÁÒÁ-ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Mat(R^2 ).

úÁÄÁÞÁ 5.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅÊ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

áÌÇÅÂÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ’ ÎÁ V { ÜÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ V × V × V × : : : −→ k, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. íÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÅ

’ : V ⊗ V ⊗ V ⊗ : : : −→ k:

åÓÌÉ ’, { ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ i-ÆÏÒÍÁ É j-ÆÏÒÍÁ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’ ⊗ : V × V × V × : : : i+j −→ k; ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ ŒÉÄÅ

(’ ⊗ )(v_1; v_2; : : : ; v_{i+j}) = ’(v_1; : : : ; v_i)’(v_{i+1}; : : : ; v_{i+j})

ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÖÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ⊕_iM^iV ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ M^iV i-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ.

úÁÄÁÞÁ 5.17. ðÕÓÔØ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ V^∗ (Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕ- ÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ V^∗).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ V , W { ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U = ⟨V × W ⟩, ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÁÒÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ v; w ∈ V; W . œÅËÔÏÒÁ U, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÁÒÅ v; w, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÚÁ v ⊗ w. ïÔÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ U ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ:

(˘v) ⊗ w − ˘(v ⊗ w); v ⊗ (˘w) − ˘(v ⊗ w); ˘ ∈ k (v + v^′) ⊗ w − v ⊗ w − v^′ ⊗ w; v ⊗ (w + w^′) − v ⊗ w − v ⊗ w^′:

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ V É W , É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V ⊗ W .

úÁÄÁÞÁ 5.18 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (V ⊗W )^∗ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ (V; W ).

úÁÄÁÞÁ 5.19. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V ⊗ W , ÅÓÌÉ dim V = n, dim W = m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ⊗ W^∗ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ W Œ V .

úÁÄÁÞÁ 5.20 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ⊗ (V ⊗ W ) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (U ⊗ V ) ⊗ W .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÕÓËÁÔØ ÓËÏÂËÉ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ: ÍÙ ÐÉÛÅÍ U ⊗ V ⊗ W , ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÑ ÌÀÂÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÕ ÓËÏÂÏË (ÏÎÉ ŒÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V Ó ÓÏÂÏÊ i ÒÁÚ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ V^{⊗i}. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÎÁÂÄÉÔØ ⨁ i V^{⊗i} ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ

V^{⊗i} × V^{⊗j} −→ V^{⊗j+j}

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6. óŒÏÂÏÄÎÁÑ (ÉÌÉ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ) ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ V { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ⨁ i V^{⊗i} Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T (V ). îÕÌÅŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ T (V ) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, T (V ) - ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.21 (!). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T (V ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V^∗.

úÁÄÁÞÁ 5.22 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ V Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ T (V ) −→ A.

úÁÄÁÞÁ 5.23 (!). ðÕÓÔØ ⟨x_i⟩ { ÂÁÚÉÓ Œ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ Œ T (V ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ŒÓÅÍÉ ÍÏÎÏ- ÍÁÍÉ ŒÉÄÁ x_{i1} x_{i2} x_{i3} · · · .

úÁÄÁÞÁ 5.24 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k (\ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ"). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ T (V ) (\ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ"). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁË- ÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T (V ) ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ T (V )W T (V ) , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ vwv^′, ÇÄÅ w ∈ W . ðÕÓÔØ ÏÎÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.7. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÕÓÔØ x_i { ÂÁÚÉÓ Œ V , Á w_i - ÂÁÚÉÓ Œ W . ëÁÖÄÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ w_i = 0 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ŒÉÄÁ ∑ I ff_{i1;:::;in} x_{i1} x_{i2} · · · = 0

ÇÄÅ I ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ, Á ff_{i1;:::;in} { ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÚ ÐÏÌÑ k. áÌÇÅÂÒÁ T (V )=T (V )W T (V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ v_i É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ w_i.

úÁÄÁÞÁ 5.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ V É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ W ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÚØÍÉÔÅ A = V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ËÁË ŒÙÛÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ W ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.26. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.27 (*). œÓÑËÁÑ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ? úÁÄÁÞÁ 5.28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Mat(R^2 ) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ. úÁÄÁÞÁ 5.29. úÁÄÁÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÏÒÁÎÁ k[t; t^{−1}] ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g : V ⊗ V −→ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Cl(V ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ V , É ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ v_1 · v_2 + v_2 · v_1 = g(v_1; v_2) · 1;

ÇÄÅ v_1; v_2 ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ V . üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. úÁÄÁÞÁ 5.30. ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ŒÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÎÁÄ R. úÁÄÁÞÁ 5.31. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÎÁÄ R ÄÌÑ dim V = 1; 2. úÁÄÁÞÁ 5.32 (!). ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ É ÐÁÒÁ-ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Œ ŒÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÎÁÄ R.

úÁÄÁÞÁ 5.33 (*). ðÕÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V ÒÁŒÎÁ n. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Cl(V ) ËÁË ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ?

úÁÄÁÞÁ 5.34 (**). ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ Mat(R^{2n} ) Œ ŒÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ.