
áìçåâòá 6: áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.áìçåâòá 6: áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØáÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ A �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅA = �Ai, ÇÄÅ i �ÒÏÂÅÇÁÅÔ Z, É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË: Ai �Aj � Ai+j. ÷ÍÅÓÔÏ �iAi ÞÁÓÔÏ�ÉÛÕÔ A q, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÑ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÒÁÚÕ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ai ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. åÄÉÎÉ�Á ÁÌÇÅÂÒÙ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÅÓÔØ) ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ × A0.úÁÄÁÞÁ 6.1. õËÁÖÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ ÎÁ T (V ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W � A q ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕ-ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÉÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ W ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ×ÉÄÁ W i � Ai.úÁÄÁÞÁ 6.2 (!). ðÕÓÔØ W � T (V ) { ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅ-ÂÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ W { ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ.úÁÄÁÞÁ 6.3. ðÕÓÔØ V ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, hxii { ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏW � V 
V , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ x
y�y
x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÏÌÉÎÏÍÏ×k[x1; : : : ; xn℄ �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ V É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ W . ï�ÉÛÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÇÒÁÄÕ-ÉÒÏ×ËÕ, ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÕÀ Ó T (V ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V , É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Sym q(V ).úÁÄÁÞÁ 6.4. ðÕÓÔØ dimV > 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ Sym q(V )�! T (V ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á W � V 
 V { ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ x
 y+ y
x É ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ x
x. çÒÁÄÕÉ-ÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ V É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ W ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË � q(V ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �i(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ i-Ê ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ { ×ÎÅÛÎÉÍÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ÷ÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË ^.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ËÁË �ÒÏ \ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ" ÎÁ V .úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ - ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÌÉÓÔËÅ áÌÇÅÂÒÁ 5.úÁÄÁÞÁ 6.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V .úÁÄÁÞÁ 6.6. ðÕÓÔØ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �2(V )� ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V . 1



áìçåâòá 6: áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØúÁÄÁÞÁ 6.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ �2 q(V ) � � q(V ), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ×ÅËÔÏÒÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5. ÷ÅËÔÏÒ � q(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÞÅÔÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ, É ÎÅÞÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÎÅÞÅÔÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ. äÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ ÌÉÂÏ ÎÅÞÅÔ-ÎÏÇÏ x, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ~x, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÓÔØÀ x. ïÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÄÌÑ x ÓÞÅÔÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ, É 1 ÄÌÑ x Ó ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ.úÁÄÁÞÁ 6.8 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xy = (�1)~x~yyx.úÁÄÁÞÁ 6.9 (*). îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ � 2 �2(V ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �2 = 0.úÁÄÁÞÁ 6.10 (!). ðÕÓÔØ x1; x2; : : : { ÂÁÚÉÓ × V �= �1V . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ xi1 ^ xi2 ^ xi3 ^ � � ��ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × � q(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÁ ×ÉÄÁ xi1 ^ xi2 ^ xi3 ^ � � � , �ÒÉÞÅÍi1 < i2 < i3 < : : : , ÚÁÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓ × � q(V ).úÁÄÁÞÁ 6.11 (!). ðÕÓÔØ V { d-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. îÁÊÄÉÔÅ dim�i(V ). äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ �dV ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �dV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× × V .úÁÄÁÞÁ 6.12 (!). ðÕÓÔØ V { d-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, x1; x2; : : : ; xd { ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ, Ádet := x1 ^ x2 ^ x3 � � � ^ xd { ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × �dV . äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ I =(i1; i2; : : : ; id) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ I(det) := xi1 ^xi2 ^xi3 � � �^xid . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(det) = � det.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù Sn �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × f�1g.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ× �1, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ { × 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.7. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Sn ��! Z=2Z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ �ÏÄ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ. ðÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ, ÔÕÔ �ÒÉÎÑÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ. çÏ×Ï-ÒÑÔ, ÞÔÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÅÔÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎ 0, É ÎÅÞÅÔÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎ 1.úÁÄÁÞÁ 6.13. ðÕÓÔØ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÉËÌÏ×:I = (i1;1; i2;1 : : : ik1;1)(i1;2; i2;2 : : : ik2;2) : : :ÄÌÉÎ k1, k2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ÞÅÔÎÁÑ ÔÏÌØËÏ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ kiÞÉÓÌÏ ÞÅÔÎÙÈ ÞÅÔÎÏ.ïÔÎÙÎÅ É ÄÏ ËÏÎ�Á ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÏ×ÏÅ �ÏÌÅ k ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÕ 0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.8. ðÕÓÔØ � 2 V 
i { ×ÅËÔÏÒ × i-Ê ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Si ÎÁ V 
i. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Alt(�) ËÁËAlt(�) := 1i!XI2Si(�1)�(I)I(�):üÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ � 2 V 
i ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏ-ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ, ÅÓÌÉ � = Alt(�). 2



áìçåâòá 6: áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØúÁÄÁÞÁ 6.14. ðÕÓÔØ � = 1i!PI2Si I(�). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(�) = � ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ I 2 Si.úÁÄÁÞÁ 6.15 (!). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ � 2 V 
i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏI(�) = (�1)�(I)� ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ I 2 Si.úÁÄÁÞÁ 6.16 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Alt(Alt(�)) = Alt(�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �.úÁÄÁÞÁ 6.17. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒ xi1xi2 � � �xik 2 V 
i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏAlt(xi1xi2 : : : xik) = �Alt(xi1xi2 : : : xilxil�1 : : : xik)(×Ï ×ÔÏÒÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ xil �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎ ÍÅÓÔÁÍÉ Ó xil�1).úÁÄÁÞÁ 6.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ xi1xi2 : : : xik �! Alt(xi1xi2 : : : xik) ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅÈÔÅÎÚÏÒÁÈ ×ÉÄÁ awb, ÇÄÅ w ÌÅÖÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ � q(V ). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �i(V )�!Ri ÉÚ �i(V ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏÓÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×.úÁÄÁÞÁ 6.19 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �i(V )�!Ri×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 6.20 (!). íÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÌÉ �i(V ) É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎ-ÚÏÒÏ×. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ { ÂÅÒÅÔÓÑ Ä×Á ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁ�; � 2 T (V ), �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ × T (V ), ÚÁÔÅÍ Ë ÎÉÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Alt.úÁÄÁÞÁ 6.21. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉB ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ ÎÁ A
B ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: a
 b � a0 
 b0 = aa0 
 bb0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÚÁÄÁÅÔ ÎÁ A
 B ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.9. �ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ A É B { ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A
B Ó ÍÕÌØ-ÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄÅÌÅÎÙ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ, ÇÒÁ-ÄÕÉÒÏ×ËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (A
 B)n = �i+j=nAi 
 Bj.úÁÄÁÞÁ 6.22 (!). ðÕÓÔØ V1, V2 { ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sym q(V ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ(ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ) Sym q(V1)
 Sym q(V1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � q(V1 � V2) É � q(V1)
 � q(V2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ,ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ?úÁÄÁÞÁ 6.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim� q(V ) = 2dimV .õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÄÁÞÁ 6.24 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV 
 �i(V ) �̂! �i+1(V );ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 
 � 7! x ^ �. úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× �, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L� :V �! �i+1(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ � 6= 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dimkerL� 6 i.úÁÄÁÞÁ 6.25 (*). ðÕÓÔØ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÍÅÌÏ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dimkerL� = i. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ � = x1 ^ x2 ^ � � � ^ xi ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ×ÅËÔÏÒÏ×x1; : : : ; xi 2 V .úÁÄÁÞÁ 6.26 (*). ðÕÓÔØ P 2 Symi(V �) { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ i-ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏP (v; v; v; : : : ) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v 2 V . íÏÖÅÔ ÌÉ P ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ?3



áìçåâòá 6: áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØúÁÄÁÞÁ 6.27. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ End VÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k.úÁÄÁÞÁ 6.28 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V É ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V ).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ A ÎÁ V �= �1V �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀ-ÝÅÇÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ � qV × ÓÅÂÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.10. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ d-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ k É ÌÉÎÅÊÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ A ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÅÔÅÒÍÉ-ÎÁÎÔÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× detA 2 End(�d(V ))ðÏÓËÏÌØËÕ �d(V ) ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï End(�d(V )) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÏ Ó k. üÔÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ detA ËÁË ÞÉÓÌÏ, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ k. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌÅÍ, ÉÌÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.úÁÄÁÞÁ 6.29 (!). ðÕÓÔØ x1; : : : ; xd { ÎÁÂÏÒ ÉÚ d ×ÅËÔÏÒÏ× × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x1 ^ x2 ^ : : : × � q(V ) ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ×ÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.úÁÄÁÞÁ 6.30. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V ) ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ (ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detA = 0.úÁÄÁÞÁ 6.31. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A 2 End(V ) ÏÂÒÁÔÉÍ (ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detA 6= 0.úÁÄÁÞÁ 6.32 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ� × k�, ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× k.úÁÄÁÞÁ 6.33 (!). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É V 0, Á A;A0 { ÉÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÙ. �ÏÇÄÁ A� A0 ÚÁÄÁÅÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V � V 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(A� A0) = detA detA0.úÁÄÁÞÁ 6.34. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ A 2End V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ g, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 V ÉÍÅÅÍg(Ax;Ay) = g(x; y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × R2 . ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ detA?úÁÄÁÞÁ 6.35 (*). ðÕÓÔØ V ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅÁ. ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ gÂ. ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g×. (**) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g : V �! V �).ðÕÓÔØ A 2 End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ g. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÄÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ detA.4


