äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áìçåâòá 6: áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ A = ⊕A^i, ÇÄÅ i ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ Z, É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË: A^i · A^j ⊂ A^{i+j} . œÍÅÓÔÏ ⊕_iA^i ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ A

, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÑ ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÒÁÚÕ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ A^i ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. åÄÉÎÉÃÁ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÅÓÔØ) ŒÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ Œ A^0.

úÁÄÁÞÁ 6.1. õËÁÖÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÎÁ T (V ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ A

ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕ- ÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÉÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ W ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ŒÉÄÁ W^i ⊂ A^i.

úÁÄÁÞÁ 6.2 (!). ðÕÓÔØ W ⊂ T (V ) { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ W { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 6.3. ðÕÓÔØ V ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ⟨x_i⟩ { ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ W ⊂ V ⊗V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ x⊗y −y ⊗x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[x_1; : : : ; x_n] ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ V É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ W . ïÐÉÛÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÄÕ- ÉÒÏŒËÕ, ÕÎÁÓÌÅÄÏŒÁÎÎÕÀ Ó T (V ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V , É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Sym

(V ).

úÁÄÁÞÁ 6.4. ðÕÓÔØ dim V ¿ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ Sym

(V ) −→ T (V ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á W ⊂ V ⊗ V { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ x ⊗ y + y ⊗ x É ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ x ⊗ x. çÒÁÄÕÉ- ÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ V É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ W , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË~

(V ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^i(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ i-Ê ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ { ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. œÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË ∧.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ËÁË ÐÒÏ \ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ" ÎÁ V .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ - ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÌÉÓÔËÅ áÌÇÅÂÒÁ 5.

úÁÄÁÞÁ 6.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~^1V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V .

úÁÄÁÞÁ 6.6. ðÕÓÔØ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~^2(V )^∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V .

úÁÄÁÞÁ 6.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ~^2

(V ) ⊂~

(V ), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÞÅÔÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5. œÅËÔÏÒ~

(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ Œ ÞÅÔÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ, É ÎÅÞÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ Œ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. äÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ ÌÉÂÏ ÎÅÞÅÔ- ÎÏÇÏ x, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ~x, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÓÔØÀ x. ïÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÄÌÑ x Ó ÞÅÔÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ, É 1 ÄÌÑ x Ó ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 6.8 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xy = (−1)^{x̃ỹ}yx.

úÁÄÁÞÁ 6.9 (*). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ȷ ∈ ~^2(V ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ȷ^2 = 0.

úÁÄÁÞÁ 6.10 (!). ðÕÓÔØ x_1; x_2; : : : { ÂÁÚÉÓ Œ V ∼= ~^1V . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ x_{i3} ∧ · · · ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ~

(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÁ ŒÉÄÁ x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ x_{i3} ∧ · · · , ÐÒÉÞÅÍ i_1 ¡ i_2 ¡ i_3 ¡ : : : , ÚÁÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ~

(V ).

úÁÄÁÞÁ 6.11 (!). ðÕÓÔØ V { d-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÊÄÉÔÅ dim ~^i(V ). äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ~^dV ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^dV ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ Œ V .

úÁÄÁÞÁ 6.12 (!). ðÕÓÔØ V { d-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, x_1; x_2; : : : ; x_d { ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ, Á det := x_1 ∧ x_2 ∧ x_3 · · · ∧ x_d { ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ~^dV . äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ I = (i_1; i_2; : : : ; i_d) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ I(det) := x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ x_{i3} · · ·∧ x_{id} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(det) = ± det. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË Œ {±1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ Œ −1, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ { Œ 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.7. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ S_n^œ−→ Z=2Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÉ. ðÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ÔÕÔ ÐÒÉÎÑÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ. çÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÅÔÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÚÎÁË ÒÁŒÅÎ 0, É ÎÅÞÅÔÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÚÎÁË ÒÁŒÅÎ 1.

úÁÄÁÞÁ 6.13. ðÕÓÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÃÉËÌÏŒ:

I = (i_{1;1}; i_{2;1} : : : i_{k1;1})(i_{1;2}; i_{2;2} : : : i_{k2;2}) : : :

ÄÌÉÎ k_1, k_2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ÞÅÔÎÁÑ ÔÏÌØËÏ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ k_i ÞÉÓÌÏ ÞÅÔÎÙÈ ÞÅÔÎÏ.

ïÔÎÙÎÅ É ÄÏ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÏŒÏÅ ÐÏÌÅ k ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÕ 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.8. ðÕÓÔØ ȷ ∈ V^{⊗i} { ŒÅËÔÏÒ Œ i-Ê ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ S_i ÎÁ V^{⊗i}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Alt(ȷ) ËÁË

Alt(ȷ) := 1 i! ∑ I∈S_i

(−1)^{œ(I)}I(ȷ):

üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ ȷ ∈ V^{⊗i} ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏ- ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ, ÅÓÌÉ ȷ = Alt(ȷ).

áìçåâòá 6: áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

úÁÄÁÞÁ 6.14. ðÕÓÔØ ȷ =^1_{i!} ∑ I∈S_i I(ȷ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(ȷ) = ȷ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ I ∈ Si.

úÁÄÁÞÁ 6.15 (!). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ȷ ∈ V^{⊗i}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(ȷ) = (−1)^{œ(I)}ȷ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ I ∈ S_i.

úÁÄÁÞÁ 6.16 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Alt(Alt(ȷ)) = Alt(ȷ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ȷ.

úÁÄÁÞÁ 6.17. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒ x_{i1} x_{i2} · · · x_{ik} ∈ V^{⊗i} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Alt(x_{i1} x_{i2} : : : x_{ik} ) = − Alt(x_{i1} x_{i2} : : : x_{il} x_{il−1} : : : x_{ik} )

(ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ x_{il} ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎ ÍÅÓÔÁÍÉ Ó x_{il−1}).

úÁÄÁÞÁ 6.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x_{i1} x_{i2} : : : x_{ik} −→ Alt(x_{i1} x_{i2} : : : x_{ik} ) ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ ŒÉÄÁ awb, ÇÄÅ w ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ~

(V ). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~^i(V ) −→ R^i ÉÚ ~^i(V ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 6.19 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~^i(V ) −→ R^i ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 6.20 (!). íÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÌÉ ~^i(V ) É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎ- ÚÏÒÏŒ. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ { ÂÅÒÅÔÓÑ ÄŒÁ ÔÏÔÁÌØÎÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁ ff; fi ∈ T (V ), ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ Œ T (V ), ÚÁÔÅÍ Ë ÎÉÍ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Alt.

úÁÄÁÞÁ 6.21. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A É B ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ÎÁ A ⊗ B ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: a ⊗ b · a^′ ⊗ b^′ = aa^′ ⊗ bb^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ A ⊗ B ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.9. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ A É B { ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ⊗ B Ó ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄÅÌÅÎÙ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ, ÇÒÁ- ÄÕÉÒÏŒËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (A ⊗ B)^n = ⊕_{i+j=n}A^i ⊗ B^j.

úÁÄÁÞÁ 6.22 (!). ðÕÓÔØ V_1, V_2 { ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sym

(V ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ (ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ) Sym

(V_1) ⊗ Sym

(V_1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ~

(V_1 ⊕ V_2) É~

(V_1) ⊗~

(V_2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ?

úÁÄÁÞÁ 6.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim~

(V ) = 2^{dim V} .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 6.24 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V ⊗ ~^i(V )^∧−→ ~^{i+1}(V );

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x ⊗ ȷ → x ∧ ȷ. úÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ȷ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_ȷ : V −→ ~^{i+1}(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ȷ ≠ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim ker L_ȷ ⩽ i.

úÁÄÁÞÁ 6.25 (*). ðÕÓÔØ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÍÅÌÏ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim ker L_ȷ = i. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ȷ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ȷ = x_1 ∧ x_2 ∧ · · · ∧ x_i ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ x_1; : : : ; x_i ∈ V .

úÁÄÁÞÁ 6.26 (*). ðÕÓÔØ P ∈ Sym^i(V^∗) { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ i-ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ P (v; v; v; : : : ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V . íÏÖÅÔ ÌÉ P ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ?

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

úÁÄÁÞÁ 6.27. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ End V ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k.

úÁÄÁÞÁ 6.28 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V É ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ A ÎÁ V ∼= ~^1V ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀ- ÝÅÇÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ~

V Œ ÓÅÂÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.10. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ d-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k É ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ A ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÅÔÅÒÍÉ- ÎÁÎÔÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ

det A ∈ End(~^d(V ))

ðÏÓËÏÌØËÕ ~^d(V ) ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ End(~^d(V )) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÏ Ó k. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ det A ËÁË ÞÉÓÌÏ, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ k. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉ- ÔÅÌÅÍ, ÉÌÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

úÁÄÁÞÁ 6.29 (!). ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_d { ÎÁÂÏÒ ÉÚ d ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ x_1 ∧ x_2 ∧ : : : Œ~

(V ) ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 6.30. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ) ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ (ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A = 0.

úÁÄÁÞÁ 6.31. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ) ÏÂÒÁÔÉÍ (ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 6.32 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ Œ k^∗, ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ k.

úÁÄÁÞÁ 6.33 (!). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É V^′, Á A; A^′ { ÉÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ. ôÏÇÄÁ A ⊕ A^′ ÚÁÄÁÅÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊕ V^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(A ⊕ A^′) = det A det A^′.

úÁÄÁÞÁ 6.34. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ A ∈ End V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ g, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ V ÉÍÅÅÍ g(Ax; Ay) = g(x; y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ R^2 . ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ det A?

úÁÄÁÞÁ 6.35 (*). ðÕÓÔØ V ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ

Á. ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g

Â. ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g

Œ. (**) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g : V −→ V^∗).

ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ g. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ det A.