áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉÃÙ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÄÁÎÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

úÁÄÁÞÁ 7.1. ðÕÓÔØ v_1; : : : ; v_n ∈ V , w_1; : : : ; w_m ∈ W { ÂÁÚÉÓÙ Œ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ e^j_i ÉÚ V Œ W , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ v_i Œ w_j, ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ v_i Œ ÎÏÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e^i_j ÚÁÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Hom(V; W ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fl ∈ Hom(V; W ). úÁÐÉÛÅÍ fl = fl^i_je^i_j , fl^i_j ∈ k. íÁÔÒÉÃÁ

fl^1 : : : fl^1_n . . ... . . fl^m_1 : : : fl^m_n

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ fl.

úÁÄÁÞÁ 7.2. äÁÎÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ a ∈ Hom(U; V ), b ∈ Hom(V; W ). Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ (a^i_j ), (b^k_l ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ a É b ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ c^i_k = ∑ j a^i_j b^j_k.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ n × n, Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ A × A −→ A, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (a^i_j ) ∘ (b^k_l ) −→ ∑ j a^i_j b^j_k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ k^n Œ k^n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Mat(n). åÄÉ- ÎÉÃÁ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó a^i = 1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Id.

úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f ∈ Hom(V; V ), v_1; : : : ; v_n { ÂÁÚÉÓ Œ V , Á (f^i_j ) { ÍÁÔÒÉÃÁ f. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ v^′_1; : : : ; v^′_n Œ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ v_i Œ v^′_i, É g ÏÂÒÁÔÉÍ. úÁÐÉÛÅÍ g, g^{−1} ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ (g^i_j), ((g^{−1})^i_j) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÂÁÚÉÓÅ v^′_1; : : : ; v^′_n ÍÁÔÒÉÃÅÊ h^i_j := (g^i_j) ∘ (f^i_j ) ∘ ((g^{−1})^i_j ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ (h^i_j ), (f^i_j ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 7.5. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ c Id, ÇÄÅ c ∈ k

úÁÄÁÞÁ 7.6 (!). ðÕÓÔØ E(i; j) - ÍÁÔÒÉÃÁ

0 : : : 0 : : : 0 . . .. . . . ... . . 0 : : : 1 : : : 0 . . .. . . . ... . . 0 : : : 0 : : : 0 ;

Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ i; j-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ 1, Á ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ { 0. äÌÑ ËÁËÉÈ i; j, i^′; j^′, ÍÁÔÒÉÃÙ E(i; j) É E(i^′; j^′) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ?

úÁÄÁÞÁ 7.7 (!). ðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉÃÁ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ E(i; j). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÔÒÏËÉ A ÐÒÏ- ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ A ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 7.8 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ A ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ A ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ E(i; j).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.4. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A ∈ End(V ) { ÅÇÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ (Ô.Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ V Œ ÓÅÂÑ), Á V^∗ { ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ : V^∗ −→ V^∗, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ fl ∈ V^∗ Œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ A^∗(fl)(v) = fl(A(v)) ïÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÌÑ A.

úÁÄÁÞÁ 7.9. ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, V^∗ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ~^k(V )^∗ É ~^k(V^∗).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. \åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ" ÚÎÁÞÉÔ: ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ (ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉ- ÓÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ). œ ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ~^k(V )^∗ ∼= ~^k(V^∗) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏÞÅÎ Ó ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ GL(V ) ÎÁ ~^k(V )^∗, ~^k(V^∗). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É V^∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ GL(V )-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ V ∼= V^∗. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ∼= V^∗ ÎÅÌØÚÑ.

úÁÄÁÞÁ 7.10 (!). ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A ∈ End(V ) { ÅÇÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á A^∗ { ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ë A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A^∗ = det A

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (A^i_j ), Á (B^i_j ) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ (A^i_j ) ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ: B^i_j = A^j_i . ôÏÇÄÁ (B^i_j) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÄÌÑ (A^i_j), É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (A^i_j )^⊥.

úÁÄÁÞÁ 7.11 (!). ðÕÓÔØ v_1; : : : ; v_n, { ÂÁÚÉÓ Œ V , Á v^1; : : : ; v^n { ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗ (v^i ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ v_i Œ 1, ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ v_j Œ ÎÏÌØ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ) É ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ (A^i_j ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^∗ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (A^i_j )^⊥.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.6. ðÕÓÔØ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ g. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ g (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g(Av; Av) = g(v; v), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V .

úÁÄÁÞÁ 7.12 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.13 (!). ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÎÁÄÅ- ÌÅÎÎÏÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. éÓÐÏÌØÚÕÑ g, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ V É V^∗. ôÏÇÄÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A^{−1} = A^∗.

úÁÄÁÞÁ 7.14 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁŒÅÎ ±1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.7. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌ- ÇÅÂÒÁ 3) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.15 (*). ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ !. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ !, Ô.Å., ÅÓÌÉ !(Av; Av) = !(v; v). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉ- ÔÅÌØ 1.

úÁÄÁÞÁ 7.16 (!). ðÕÓÔØ V ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á A { ÍÁÔÒÉÃÁ ( a b c d ) : òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

A^′ = ( d b −c a ) : äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AA^′ = ´ Id, ÇÄÅ ´ ∈ k { ÞÉÓÌÏ, ÒÁŒÎÏÅ ´ = ad − bc. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ´ ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 7.17 (!). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ´ ÒÁŒÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ A.

úÁÄÁÞÁ 7.18. ðÕÓÔØ V { ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, A { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÐÕÓÔØ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ËÁË ( a b c d ) : éÚ ÚÁÄÁÞÉ 7.14 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ det A = ±1.

Á. ðÕÓÔØ det A = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b = −c, a = d, É a^2 + b^2 = 1.

Â. ðÕÓÔØ det A = −1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b = c, a = −d, É a^2 + b^2 = 1.

úÁÄÁÞÁ 7.19 (*). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÏÐÉÛÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏ- ÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÃ 2 ÎÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 1).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.8. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ (A^i_j ). íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ (B^i_j ) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ (A^i_j ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ çÁÕÓÓÁ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ, ÅÓÌÉ (B^i_j) = (A^i_j ) ∘ E, ÇÄÅ E ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ:

1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 : : : 1 : : : : : : : . . . . . . . . ... . . . . . . . . : : : : : : : 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

; (7.1)

ÌÉÂÏ ÔÁËÏÇÏ:

1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : ˘ : : : : : : : . . . . . . . . ... . . . . . . . . : : : : : : : 0 : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

(7.2)

(ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÎÕÌÉ). åÓÌÉ (B^i_j ) = E ∘ (A^i_j ), ÇÄÅ E ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË ŒÙÛÅ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ (B^i_j ) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ (A^i_j) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ çÁÕÓÓÁ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÈ: (B^i_j ) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (A^i_j) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÔÒÏË, ÌÉÂÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë i-Ê ÓÔÒÏËÅ j-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ˘. ëÁËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ?

úÁÄÁÞÁ 7.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÉÄÁ (7.1) ÉÍÅÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ -1, Á ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÉÄÁ (7.2) ÉÍÅÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 1.

úÁÄÁÞÁ 7.22 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ŒÉÄÁ (7.2) ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ (7.1) ÕÍÎÏÖÁÀÔ ÅÇÏ ÎÁ -1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.9. íÁÔÒÉÃÁ (A^i_j ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ A^i_j = 0 ÐÒÉ i ¡ j: ∗ ∗ ∗ : : : ∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ : : : ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ : : : ∗ ∗ ∗ . . . . . . ... . . . . . . 0 0 0 : : : ∗ ∗ ∗ 0 0 0 : : : 0 ∗ ∗ 0 0 0 : : : 0 0 ∗

:

íÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ A^i_j = 0 ÐÒÉ i ≠ j.

úÁÄÁÞÁ 7.23 (!). ðÕÓÔØ (A^i_j) { ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ n × n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(A^i_j) ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ŒÓÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ:

det(A^i_j ) = ∏ i A^i:

úÁÄÁÞÁ 7.24. Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ çÁÕÓÓÁ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ çÁÕÓÓÁ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ±1), ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÐÒÉŒÅÄÑ ÅÅ Ë ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÉŒ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

úÁÄÁÞÁ 7.25 (*). ðÕÓÔØ A { ËÏÌØÃÏ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ åŒËÌÉÄÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 2), É ÐÕÓÔØ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 7.24 ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ (a^i_j ) ÒÁÚÍÅÒÁ 1 × 2, ÐÏÔÏÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 × n (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ n × 1). äÏËÁÖÉÔÅ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÓÔÁŒÛÉÊÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ îïä(a^1; : : : ; a^1_n). äÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n, ÐÅÒÅÓÔÁŒØÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ a^1 ÓÔÁÌÏ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÍ. œ ÐÕÎËÔÅ (Â) ÚÁÔÅÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ, ÐÏÔÏÍ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ, ÐÏÔÏÍ ŒÎÏŒØ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÄÏÂÅÊÔÅÓØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a^1 ≠ 0, É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃ

úÁÄÁÞÁ 7.26 (!). ðÕÓÔØ v_1; : : : ; v_n { ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á v_{i1} ∧ v_{i2} ∧ · · · ∧ v_{ik} , i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_k { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓ Œ ~^k(V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A ∈ End V , É ÐÕÓÔØ A(i_1; i_2; : : : ; i_k; i^′_1; i^′_2; : : : i^′_k) { ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ A ÎÁ ~^k(V ), Œ ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A(i_1; i_2; : : : ; i_k; i^′_1; i^′_2; : : : ; i^′_k) ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ A ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÓÔÒÏË, ËÒÏÍÅ i_1-Ê, i_2-Ê, : : : ; i_k-Ê, É ŒÓÅÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ËÒÏÍÅ i^′_1-ÇÏ, i^′_2-ÇÏ, : : : ; i^′_k-ÇÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÚÑŒ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ A Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ v_{il} Œ v_i′_l , ÓŒÅÄÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ i_l = i^′_l. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ A(i_1; i_2; : : : ; i_k; i^′_1; i^′_2; : : : ; i^′_k) ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÓÔÒÏË, ËÒÏÍÅ i_1-Ê, i_2-Ê, : : : ; i_k-Ê, É ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ËÒÏÍÅ i^′_1-ÇÏ, i^′_2-ÇÏ, : : : ; i^′_k-ÇÏ, É ÐÏÌÏÖÉÔÅ A^i_j = 0, ÅÓÌÉ i É j ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ {i_1; i_2; : : : ; i_k}. üÔÏ ÓŒÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ V = V_1 ⊕ V_2, Á A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ B ⊕ 0_{V2} , ÇÄÅ B ∈ End(V_1), Á 0_{V2} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ V_2. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ~^∗(V ) = ~^∗(V_1) ⊗ ~^∗(V_2), É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.10. ðÕÓÔØ A ∈ End(V ) { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ A ÎÁ ~^∗(V ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍoe ÂÏÌØÛoe ÞÉÓÌÏ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÏÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ ~^N (V ). üÔÏ ÞÉÓÌÏ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ A (ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ rk A). åÓÌÉ A ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (A^i_j ), ÔÏ rk A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 7.27 (!). ðÕÓÔØ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ~^k(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ~^l(V ), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ l ¿ k.

úÁÄÁÞÁ 7.28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ { ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÅÅ ÓÁÍÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁŒÅÎ ÓÁÍÏÍÕ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÞÉÓÌÕ N, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ v_1; : : : ; v_N , ÞÔÏ A(v_1); : : : ; A(v_N ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 7.30 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.31. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÎÇÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÓÔÒÏËÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 7.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk A = rk A^∗.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 7.9.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.11. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ¯ : V_1 ⊗ V_2 −→ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v_1 ∈ V_1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ v^′_1 ∈ V_2, ÞÔÏ ¯(v_1; v^′_1) ≠ 0, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÂÏ v_2 ∈ V_2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ v^′_2 ∈ V_1, ÞÔÏ ¯(v_2; v^′_2) ≠ 0. úÁÄÁÞÁ 7.33. ðÕÓÔØ V_1, V_2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ¯ : V_1 ⊗ V_2 −→ k ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V_1 É V^∗_2 , É ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.34 (!). ðÕÓÔØ V { n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ

~^k(V )^∗ ∼= ~^{n−k}(V ) ⊗ det V^∗

(ÞÅÒÅÚ det V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^n(V )).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.35. ðÕÓÔØ V { n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ v_1; v_2; : : : ; v_n, É ÄÁÎÏ A ∈ End V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓ w_1; w_2; : : : ; w_n Œ ~^{n−1}(V ), ÇÄÅ w_k = v_1 ∧ v_2 ∧ : : : v_{k−1} ∧ v_{k+1} ∧ : : : (ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ŒÓÅ v_i, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ). úÁÐÉÛÅÍ A ÍÁÔÒÉÃÅÊ (A^i_j ), É ÐÕÓÔØ »A^i_j { ÍÉÎÏÒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ A ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ i-Ê ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ~^{n−1}(V ) ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( »A^i_j).

úÁÄÁÞÁ 7.36. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÐÁ- ÒÉŒÁÎÉÅ

V ⊗ ~^{n−1}(V ) −→ det V;

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ v⊗w −→ v∧w. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ k ∼= det V ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ v_1∧v_2 ∧ · · · ∧ v_n ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ 1. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ V É ~^{n−1}(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ Œ ~^{n−1}(V ), ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë v_1; v_2; : : : ; v_n, ÒÁŒÅÎ w_1; −w_2; w_3; −w_4; : : : . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ~^{n−1}(V ) ÍÁÔÒÉÃÅÊ ((−1)^{i+j} »A^i_j).

úÁÄÁÞÁ 7.37. ðÕÓÔØ ¯ : V ⊗V^′ −→ k { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ, Á A ∈ End V É B ∈ End V^′ { ÔÁËÉÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÞÔÏ ¯(Av; Bv^′) = ¯(v; v^′) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; v^′ ∈ V; V^′. œÙÂÅÒÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ V , V^′, É ÐÕÓÔØ (ff^i_j) É (fi^i_j) { ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ff^i_j)∘(fi^i_j )^⊥ = Id.

úÁÄÁÞÁ 7.38 (!). ðÕÓÔØ A ∈ End V , ÇÄÅ V { n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ v_1; v_2; : : : ; v_n, Á (A^i_j) { ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det A ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

A^{−1} = 1 det A

((−1)^{i+j} »A^i_j)^⊥:

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ

V ⊗ ~^{n−1}(V )^¯−→ det V;

ÍÙ ÉÍÅÅÍ ¯(A(v); A(w)) = det A¯(v; w), ÇÄÅ A(w) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ A ÎÁ ~^{n−1}(V ). úÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÄÌÑ (A^i_j) = (ff^i_j),^1_{det A} ((−1)^i »A^i_j ) = (fi^i_j )^⊥.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÞÅ- ÒÅÚ ÍÉÎÏÒÙ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË { ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÕÔØ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ~^{n−1}(V ), Á ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ V É ~^{n−1}(V ) ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ A ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ det A, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ A^{−1} ÞÅÒÅÚ det A É »A.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ

úÁÄÁÞÁ 7.39 (!). ðÕÓÔØ (A^i_j) { ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A ÒÁŒÅÎ ∑ œ∈S_n

sgn(œ)A^1_{œ1} A^2_{œ2} : : : A^n_{œn}

ÇÄÅ (œ_1; œ_2; : : : ; œ_n) ∈ S_n { ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏË, Á sgn { ÓÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÅÎÚÏÒÁ v_1 ∧v_2 ∧· · ·∧v_n, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÐÉÓÁÎ Œ ÌÉÓÔËÅ áÌÇÅÂÒÁ 6 ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ S_n.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

úÁÄÁÞÁ 7.40. ðÕÓÔØ (A^i_j) ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎ ËÁË

A^1 »A^1 − A^1_2 »A^1_2 + A^1_3 »A^1_3 : : :

ÇÄÅ »A^i_j { ÍÉÎÏÒÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ i-Ê ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.41 (*). (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 1 1 : : : 1 t_1 t_2 t_3 : : : t_n t^2_1 t^2 t^2_3 : : : t^2_n : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : t^{n−1}_1 t^{n−1}_2 t^{n−1}_3 : : : t^{n−1}_n ;

n ¿ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ ∏ i¡j (t_i − t_j).

úÁÄÁÞÁ 7.42 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

t x_1 x_2 x_3 : : : x_n t^2 x^2_1 x^2 x^2_3 : : : x^2_n t^4 x^4_1 x^4_2 x^4_3 : : : x^4_n : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : t^{2n} x^{2n}_1 x^{2n}_2 x^{2n}_3 : : : x^{2n}_n ;

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÞÅÒÅÚ P_n(t; x_1; :::x_n). ðÕÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÒÁŒÎÏ Z=2Z. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ P_n(t; x_1; : : : ; x_n) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ t = ∑ ff_ix_i ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ x_i. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ, ÞÔÏ

P_n(t; x_1; : : : ; x_n) = Q(x_1; : : : ; x_n) ∏ (t − ∑ ff_ix_i);

ÇÄÅ ff_i ∈ Z=2Z, a Q ∈ Z=2Z[x_1; : : : ; x_n] ÅÓÔØ ÎÅËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ.

áÌÇÅÂÒÁ 7: ÍÁÔÒÉÃÙ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÄÅÌÉÔÅ P_n Œ ÓÔÏÌÂÉË ÎÁ t − ∑ ff_ix_i. åÓÌÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÎÏÌØ, ÔÏ É ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒËÅ Œ P (t) ÚÎÁÞÅÎÉÑ t = ∑ ff_ix_i ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÎÏÌØ.

úÁÄÁÞÁ 7.43 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Q = P_{n−1}(x_n). úÁÄÁÞÁ 7.44 (*). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÔÏ Q(x_1; : : : ; x_n) ≠ 0. úÁÄÁÞÁ 7.45 (*). (ÔÅÏÒÅÍÁ äÉËÓÏÎÁ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍ F_n(t) = ∏ (t − ∑ ff_ix_i) ∈ Z=2Z[x_1; : : : ; x_n]:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

F_n(t) = t^{2n} + n−1∑ i=0 c_{n;i}t^{2i} ;

ÇÄÅ c_{n;i} ∈ Z=2Z[x_1; : : : ; x_n] { ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÏÔ x_1; : : : ; x_n. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ÚÁÄÁÞÅÊ 7.42. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÌÉÎÏÍÙ c_{n;i} ∈ Z=2Z[x_1; : : : ; x_n] ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ äÉËÓÏÎÁ. úÁÄÁÞÁ 7.46 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Q_r (ÒÁŒÎÙÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ äÉËÓÏÎÁ, c_{n;i}) ÐÏÌÉ- ÎÏÍÁ F_n(t) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ S^∗(V ), ÇÄÅ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z=2Z Ó ÂÁÚÉÓÏÍ x_1; : : : ; x_n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ V , É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÐÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ) ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q_r ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ GL(V ): Q_r(x_1; x_2; : : : ; x_n) = Q_r(h(x_1); h(x_2); : : : ; h(x_n)) ÇÄÅ h ∈ GL(V ) { ÌÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ S^∗(V ) ÐÏÄËÏÌØÃÏ GL(V )-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÏŒ. äÉËÓÏÎ (1911) ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ c_{n;i}. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. Œ ÓÔÁÔØÅ

A PRIMER ON THE DICKSON INVARIANTS, Contemporary Mathematics 19 (1983), 421-434. http://www.math.purdue.edu/∼ wilker/papers/dickson.pdf