äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÌÇÅÂÒÁ 8: ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏ- ÌÉÎÏÍ

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ A ∈ End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V , ÞÔÏ A(v) = ˘v. ôÏÇÄÁ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏ- ÒÏÍ, Á ˘ { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

úÁÄÁÞÁ 8.1. ðÕÓÔØ V { ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g, Á A ∈ End V { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ±Id. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÔÁËÉÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÚÎÁËÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ), ÔÏ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g ÎÅ ÚÎÁËÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ Õ A ÅÓÔØ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ. ëÁËÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Õ A Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ?

úÁÄÁÞÁ 8.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÏÂÅÊ ŒÉÄÁ^{P (t)}_{Q(t)} , ÇÄÅ P , Q { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ k, É Q ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ^{P (t)}_{Q(t)} ∼^{P ′(t)}_{Q′(t)} , ÅÓÌÉ

P (t) = Z(t)P^′(t); Q(t) = Z(t)Q^′(t)

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ:

P (t) Q(t) + P^′(t) Q^′(t) = P (t)Q^′(t) + P^′(t)Q(t) Q(t)Q^′(t) ; P (t) Q(t)

P^′(t) Q^′(t) = P (t)P^′(t)) Q(t)Q^′(t)

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÌÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. üÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ k(t).

úÁÄÁÞÁ 8.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k.

úÁÄÁÞÁ 8.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k, Á K ⊃ k { ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ K ⊗_k V , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ K^∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ k. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ K ⊗_k V ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V ÎÁÄ k.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ k É ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End V Œ ÎÅÍ. ôÅÎ- ÚÏÒÎÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ V ÎÁÄ k(t) ÎÁÄ k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊗_k k(t). äÅÊÓÔŒÉÅ A ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ V ⊗ k(t). úÌÏÕÐÏÔÒÅÂÌÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ- ÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End_{k(t)}(V ⊗_k k(t)) ÞÅÒÅÚ A.

úÁÄÁÞÁ 8.5 (!). ðÕÓÔØ A ∈ End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ k, Á det(t · Id − A) ∈ k(t) { ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ t · Id − A, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ V ⊗_k k(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ ÎÁÄ k ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3. üÔÏÔ ÐÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Chpoly_A(t).

úÁÄÁÞÁ 8.6 (!). ðÕÓÔØ ˘ { ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ Chpoly_A(t).

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ˘Id − A ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˘ - ËÏÒÅÎØ Chpoly_A(t).

úÁÄÁÞÁ 8.7. ðÕÓÔØ v_1; : : : ; v_n { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 8.8. ðÕÓÔØ A ∈ End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ n ËÏÒÎÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÒÁÚÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ, ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.9 (*). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ C . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁÄ V ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÎÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÌÏÔÎÙ Œ End V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 8.10 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Chpoly_A(t) = Chpoly_{BAB}−1 (t) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.4. ðÕÓÔØ A ∈ End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, Á Chpoly_A(t) = t^n + a_{n−1}t^{n−1} + a_{n−2}t^{n−2} + : : : { ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. ëÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ a_{n−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ tr A.

úÁÄÁÞÁ 8.11 (!). ðÕÓÔØ A ÚÁÄÁÎ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A^i_j . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr A = ∑ A^i (ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ).

úÁÄÁÞÁ 8.12 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr AB = tr BA, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A, B.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ B ÏÂÒÁÔÉÍ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 8.10.

úÁÄÁÞÁ 8.13. ðÕÓÔØ V - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊗ V^∗ −→ Hom(V; V ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ v ⊗ ˘ ∈ V ⊗ V^∗ Œ v^′ −→ ˘(v^′) ⊗ v ∈ Hom(V; V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.14 (*). ðÕÓÔØ A ∈ End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á A⊗A^∗ { ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ A ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ V ⊗V^∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒ Id ∈ V ⊗V^∗, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hom(V; V ) ∼= V ⊗ V^∗, É ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ V ⊗ V^{∗ ¯}−→ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr A = ¯(A ⊗ A^∗(Id)).

œÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ

úÁÄÁÞÁ 8.15. ðÕÓÔØ V^′ ⊂ V { k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á A ∈ End V { ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ V^′ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ V^′ Œ ÓÅÂÑ). œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n Œ V ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ e_1; : : : ; e_k ∈ V^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∗ ∗ ∗ : : : ∗ ∗ ∗ . . . . . . ... . . . . . . ∗ ∗ ∗ : : : ∗ ∗ ∗ 0 0 0 : : : ∗ ∗ ∗ . . . . . . ... . . . . . . 0 0 0 : : : ∗ ∗ ∗

:

(ÎÉÖÎÉÊ ÌÅŒÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË k × (n − k) ÚÁÐÏÌÎÅÎ ÎÕÌÑÍÉ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ V_2 ⊂ · · · ⊂ V_n = V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÌÁÇÏÍ (ÉÌÉ ÐÏÌÎÙÍ ÆÌÁ- ÇÏÍ), ÅÓÌÉ dim V_i = i. âÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍ Ó ÆÌÁÇÏÍ, ÅÓÌÉ e_i ∈ V_i. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End V ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÌÁÇ {V_i}, ÅÓÌÉ A(V_i) ⊂ V_i.

úÁÄÁÞÁ 8.16 (!). ðÕÓÔØ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ V_2 ⊂ · · · ⊂ V_n = V { ÆÌÁÇ Œ V , e_1; : : : ; e_n { ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ- ÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ, Á A ∈ End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÌÁÇ {V_i} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n.

úÁÄÁÞÁ 8.17 (!). ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ∈ End V ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÌÁÇ 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ V_2 ⊂ · · · ⊂ V_n = V (Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÅ).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÚØÍÉÔÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V_1 ÌÀÂÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 8.18 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End V ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌ- ÇÅÂÒÕ R_A Œ End V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim R_A = n.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.19 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÄŒÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n.

úÁÄÁÞÁ 8.20 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ l ÛÔÕË ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.6. íÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÓŒÏÅÊ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ: A = A^⊥. íÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÉÌÉ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ A = −A^⊥.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.7. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g, Á A ∈ End V { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ V ÉÍÅÅÍ g(Ax; y) = g(x; Ay), É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÍ g(Ax; y) = −g(x; Ay).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.8. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÙÅ e_i ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, Á g(e_i; e_i) = 1.

úÁÄÁÞÁ 8.21. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g, Á e_1; : : : ; e_n { ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÁÎÔÉ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 8.22. ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË g(Ax; y) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, É ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ g ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÁ g(Ax; y) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, É ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.23. ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V^∗ ⊗ V^∗, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ End V ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V ⊗ V^∗. æÏÒÍÁ g ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V É V^∗. üÔÏ ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V^∗ ⊗ V^∗ É V ⊗ V^∗, Ô.Å. ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ Œ ÚÁÄÁÞÅ 8.22.

úÁÄÁÞÁ 8.24 (!). ðÕÓÔØ V - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g, Á A { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^′ ⊂ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë V^′.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.9. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á V ⊗ C ÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ Ó C . ðÏÓËÏÌØËÕ C ∼= R ⊕ √ −1 R, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊗ C ∼= V ⊕ √ −1 V . üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ⊗ C ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ Re v, Im v.

úÁÄÁÞÁ 8.25. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊗ C , É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ g ÎÁ V ⊗C ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ⊗C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v ŒÅËÔÏÒ Re(v) − √ −1 Im(v) (ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÍ Ë v). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(v; v) = g(Re(v); Re(v)) + g(Im(v); Im(v)).

úÁÄÁÞÁ 8.26 (!). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g (ÔÁËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ), ÐÕÓÔØ A { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á P (t) { ÅÇÏ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ P (t) ÒÏŒÎÏ n ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ A ÎÁ V ⊗ C , É ÐÕÓÔØ v { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(v; v) = 0. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 8.25.

úÁÄÁÞÁ 8.27 (!). ðÕÓÔØ V { ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A ∈ V { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ V ÅÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, A ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 8.26 É 8.24.

úÁÄÁÞÁ 8.28 (*). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. ìÀÂÏÊ ÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ?

úÁÄÁÞÁ 8.29 (*). ðÕÓÔØ V { ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, a A ∈ V { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ! ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ g(A·; ·). ðÕÓÔØ v { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^2 (Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ! ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ⟨v; A(v)⟩.

úÁÄÁÞÁ 8.30 (*). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_{2m}; e_{2m+1}; : : : ; e_n ! ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ m−1∑ i=0 ff_ie^{i+1} ∧ e^{i+2}:

úÁÄÁÞÁ 8.31 (*). ðÕÓÔØ A { ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á det A { ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ det A ËÁË ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ A (Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A { ÐÏÌÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÁ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. üÔÏÔ ÐÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎ A.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ 2m = dim V . úÁÐÉÛÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! ËÁË ŒÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ !^m (ŒÚÑÔÁÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ~^∗(V^∗)) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ e^1 ∧ e^2 ∧ · · · ∧ e^{2m} Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ Q, ÐÒÉÞÅÍ Q^2 = det A.