äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÌÇÅÂÒÁ 9: áÒÔÉÎÏŒÙ ËÏÌØÃÁ É ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ R ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ R ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÅÓÌÉ R ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 9.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ End V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ k É A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. üÌÅÍÅÎÔ r ∈ R Œ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÉÌÉ ËÏÌØÃÅ) R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ r^k = 0, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ k ∈ N.

úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÕÓÔØ r; r^′ { ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÁÒÔÉÎÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ r; r^′ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 9.3. ðÕÓÔØ r; r^′ { ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ Mat(V ). œÓÅÇÄÁ ÌÉ r + r^′ ÎÉÌØ- ÐÏÔÅÎÔÅÎ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 9.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ V ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V ⊃ V_1 ⊃ V_2 ⊃ · · · ⊃ V_k = 0, ÞÔÏ A(V_i) = V_{i+1}

úÁÄÁÞÁ 9.5 (!). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: 0 ∗ ∗ : : : ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ : : : ∗ ∗ ∗ 0 0 0 : : : ∗ ∗ ∗ . . . . . . . .. . . . . . . 0 0 0 : : : 0 ∗ ∗ 0 0 0 : : : 0 0 ∗ 0 0 0 : : : 0 0 0

(Ô.Å. ËÁË ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 9.6 (!). ðÕÓÔØ A ∈ End V { ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr(A) = det(A) = 0, Á Chpoly_A(t) = t^{dim V} .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.3. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ m ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ.

(i) m ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (Ô.Å. ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ m ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ m)

(ii) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ m, a ∈ R, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ am ÌÅÖÉÔ Œ R.

úÁÄÁÞÁ 9.7. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ R −→ R^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ { ÉÄÅÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 9.8. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : R_1 → R_2 ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÐÒÉÞÅÍ R_1 { ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ R_2 = 0, ÌÉÂÏ f { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 9.9. äÁÎ ÉÄÅÁÌ m ⊂ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ R=m, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓ- ÓÏŒ ŒÉÄÁ r + m. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ R=m ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.4. ëÏÌØÃÏ R=m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ R. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, É ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 9.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÒÔÉÎÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 9.11 (*). ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ k[t].

úÁÄÁÞÁ 9.12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÌØÃÅ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.5. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ R.

úÁÄÁÞÁ 9.13 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ R=n ÐÏ ÅÇÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ R=n ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 9.14. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÒÔÉÎÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 9.15 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÒÔÉÎÏŒÏÍ), ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.6. áÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.7. ðÕÓÔØ R_1; : : : ; R_n { ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ⊕R_i, Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÐÏÞÌÅÎÎÙÍ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏÌÕÞÉŒÛÁÑÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑ- ÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ R_i, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ⊕R_i.

úÁÄÁÞÁ 9.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÁÒÔÉÎÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 9.17. ðÕÓÔØ v { ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ R ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ R, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ 1; v; v^2; v^3; : : : (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ v). ðÕÓÔØ ÏÎÏ n-ÍÅÒÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (v) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P = t^{n+1} + a_nt^n + : : : Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.8. üÔÏÔ ÐÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Minpoly(v).

úÁÄÁÞÁ 9.18. ðÕÓÔØ v ∈ R { ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÒÔÉÎÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁÄ k, Á P (t) { ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏ- ÌÉÎÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ R_v, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ v É k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R_v ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ k[t]=P ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ P .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.9. ðÕÓÔØ v ∈ R { ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ R, ÞÔÏ v^2 = v. ôÏÇÄÁ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 9.19. ðÕÓÔØ e ∈ R { ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ Œ ËÏÌØÃÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1 − e ÔÏÖÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ { ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ.

úÁÄÁÞÁ 9.20. ðÕÓÔØ e ∈ R { ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ Œ ËÏÌØÃÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒo eR ⊂ R (ÏÂÒÁÚ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ e). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ eR { ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ R, e { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ eR, É R = eR ⊕ (1 − e)R.

úÁÄÁÞÁ 9.21 (!). ðÕÓÔØ R = k(t)=P , ÇÄÅ P { ÐÏÌÉÎÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, P = P_1P_2 : : : P_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ R ÅÓÔØ m ÉÄÅÍÐÏÔÅÎ- ÔÏŒ e_1; : : : ; e_n ⊂ R, ÐÒÉÞÅÍ e_iR ∼= k[t]=P_i.

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q(t), Q^′(t), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ QP_1 + Q^′P_1P_3 : : : P_n = 1. îÁÐÉÛÅÍ e = Q^′P_1P_3 : : : P_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e^2 = e( mod P ), É eP_1(t) = 0( mod P ). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ k[z]=P_1(z) ∼= eR, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ z → et.

úÁÄÁÞÁ 9.22. ðÕÓÔØ R { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÌÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ R { ÎÅ ÐÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ k(x) ⊂ R, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÎÅÏÂÒÁÔÉ- ÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x ∈ R, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ Ë ÎÅÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.10. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÁ e_1; e_2 ∈ R Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ R ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ e_1e_2 = 0.

úÁÄÁÞÁ 9.23. ðÕÓÔØ e_1; e_2; e_3 ∈ R { ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ Œ ÁÒÔÉÎÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ R ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÐÒÉÞÅÍ e_1 = e_2 + e_3, Á e_2 É e_3 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e_2; e_3 ∈ e_1R É e_1R = e_2R ⊕ e_3R.

úÁÄÁÞÁ 9.24. ðÕÓÔØ char k ≠ 2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e_1; e_2; e_3 { ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ Œ ÁÒÔÉÎÏŒÏÍ ËÏÌØ- ÃÅ R ÎÁÄ k, É e_1 = e_2 + e_3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e_2 É e_3 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.11. ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, éÄÅÍÐÏÔÅÎÔ e Œ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ e_2; e_3, ÞÔÏ e_1 = e_2 + e_3.

úÁÄÁÞÁ 9.25 (!). ðÕÓÔØ R ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, Á e { ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ eR { ÐÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 9.26 (!). ðÕÓÔØ R { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1 ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ: 1 = ∑ e_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ŒÏÚØÍÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ e ∈ R, ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ R = eR⊕(1−e)R, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. äÌÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÍÎÏÖØÔÅ ÄŒÁ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ 1.

úÁÄÁÞÁ 9.27 (!). ðÕÓÔØ R { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÏÌÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 9.28 (!). ðÕÓÔØ R_1−→ R_2 { ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÒÔÉÎÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ, ÐÒÉÞÅÍ R_1 ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÌÅÊ ÐÏ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ I, R_1 = ⊕_{i∈I} K_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R_2 = ⊕_{i∈I}′ K_i, ÇÄÅ I^′ { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I, Á { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ (Ô.Å. ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ K_i, i ∈ I^′, É ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÎÁ K_i, i =∈ I^′).

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ 1 ∈ R_1 Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ e_i, i ∈ I, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f : e_iR → f(e_i)R_2 ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 9.8.

úÁÄÁÞÁ 9.29 (*). ðÕÓÔØ R = k[t]=P , Á Õ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ k. íÏÖÅÔ ÌÉ R ÂÙÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ? òÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÉ char k = 0, char k ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 9.30 (*). ðÕÓÔØ R { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á 1 = e_1 + · · · + e_n { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 1 Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ R ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ n ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ïÐÉÛÉÔÅ ÜÔÉ ÉÄÅÁÌÙ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ e_i.

úÁÄÁÞÁ 9.31 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ R ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k (ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ). äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ R { ÜÔÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.12. ðÕÓÔØ R { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á g { ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ R. æÏÒÍÁ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ g(x; yz) = g(xy; z) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y, z.

úÁÄÁÞÁ 9.32. ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Á m { ÉÄÅÁÌ Œ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m^⊥ { ÔÏÖÅ ÉÄÅÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 9.33 (*). îÁÊÄÉÔÅ ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 9.34 (!). ðÕÓÔØ R { ÁÒÔÉÎÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ a; b −→ tr(ab), ÇÄÅ tr(ab) { ÓÌÅÄ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ L_{ab} ∈ End R, x^{Lab}→ abx. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ R ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ, Á char k = 0, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 9.6. œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ËÏÇÄÁ R { ÐÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 9.35. ðÕÓÔØ V , V^′ { ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒ- ÍÁÍÉ g, g^′. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ V ⊗ V^′ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ g ⊗ g^′, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ

g ⊗ g^′(v ⊗ v^′; w ⊗ w^′) = g(v; w)g^′(v^′; w^′)

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒ- ÍÕ ÎÁ V ⊗ V^′.

úÁÄÁÞÁ 9.36. ðÕÓÔØ R, R^′ { ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ R ⊗ R^′. œŒÅÄÅÍ ÎÁ R ⊗ R^′ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ v ⊗ v^′ · w ⊗ w = vw ⊗ v^′w^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ ÎÁ R ⊗ R^′.

úÁÄÁÞÁ 9.37. ïÐÉÛÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ C ⊗_R C .

úÁÄÁÞÁ 9.38. ïÐÉÛÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ Q[ √ −1 ] ⊗_Q Q [ √ −1 ].

úÁÄÁÞÁ 9.39 (!). ðÕÓÔØ P (t) É Q(t) { ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ K_1 = k[t]=P (t) É K_2 = k[t]=Q(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K_1 ⊗ K_2 ∼= K_1[t]=Q(t) ∼= K_2[t]=P (t).

úÁÄÁÞÁ 9.40 (*). ðÕÓÔØ R, R^′ { ÁÒÔÉÎÏŒÙ ËÏÌØÃÁ ÎÁÄ k, char k = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ a; b −→ tr(ab) ÎÁ ÎÉÈ ÞÅÒÅÚ g, g^′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R ⊗ R^′ Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÒÔÉÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ g ⊗ g^′ ÎÁ R ⊗ R^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g ⊗ g^′ ÒÁŒÎÁ ÆÏÒÍÅ a; b −→ tr(ab).

úÁÄÁÞÁ 9.41 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÁÒÔÉÎÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 9.34.

úÁÄÁÞÁ 9.42 (*). îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ ÄŒÁ ÐÏÌÑ K_1, K_2, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÄ Q É ÎÅ ÒÁŒÎÙÈ Q , ÞÔÏ K_1 ⊗_Q K_2 { ÔÏÖÅ ÐÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 9.43 (*). ðÕÓÔØ P (t) ∈ Q [t] { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÏ ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ r ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÒÏŒÎÏ 2s ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(Q[t]=P ) ⊗_Q R = ⨁ s C ⊕ ⨁ r R: úÁÄÁÞÁ 9.44 (*). ðÕÓÔØ P (t) { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ Q, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Á v ∈ Q [t]=P { ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ Q ⊂ Q [t]=P . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ÎÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.