1 ìÅËÃÉÑ 1.

ðÕÓÔØ V , W { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÁÎÁÌÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚÕÞÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : V → W { ÉÌÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, W -ÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ V . ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÌÑÔØÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁ- ÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÉÚ ÆÉÚÉËÉ É Ô.Ä. ïÄÎÁËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÎÅŒÅÒÏÑÔÎÏ ÓÌÏÖÎÏ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒŒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ { ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ \ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ". ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓ ÜÔÏÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏÂÙ ŒËÌÀÞÁÔØ Œ ÓÅÂÑ ŒÓÅ \ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ" ÐÒÉÍÅÒÙ.

áÎÁÌÉÚ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÅÍ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ { ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ f \ŒÂÌÉÚÉ" ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ V ÂÌÉÚËÁ Ë \ÈÏÒÏÛÅÊ". ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ \ŒÂÌÉÚÉ" É ÞÔÏ ÔÁËÏÅ \ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ".

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ, \ÁÎÁÌÉÚ" ÜÔÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔ \ÁÎÁÌÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ" { ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. óÅÊÞÁÓ ÐÒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÀÔ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÎÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÏÔÌÉÞÁÔØ \ÍÁÌÙÅ" ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÎÕÖÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÁ V É ÎÁ W ÚÁÄÁÎÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÍÅÔÒÉËÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÁ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÂÒÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0, É ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ V { ÜÔÏ ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÅÎØÛÅ ”.

ëÁËÉÅ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ V ÐÒÉÚÎÁÔØ \ÈÏÒÏÛÉÍÉ"? óÁÍÙÅ ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. æÕÎËÃÉÑ, ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ŒÏÚÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ V { ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: f : V → W ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ V , ÅÓÌÉ f(x) = lim_{v→0} f(x + v), ÞÔÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÚÎÁÞÉÔ \ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÉÚ ‖v‖ ¡ ffi ÓÌÅÄÕÅÔ ‖f(x + v) − f(x)‖ ¡ ”"). ïÄÎÁËÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÏÖÎÏ { ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ËŒÁÄÒÁÔ (ËÒÉŒÁÑ ðÅÁÎÏ). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ: ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÌÖÁ ÂÙÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÈÏÒÏÛÅÊ Œ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. þÔÏÂÙ ÔÁËÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÂÙÌÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÎÁÄÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÌÁÓÓ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ { ËÒÏÍÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ, \ÈÏÒÏÛÉÍÉ" ÏÂSSÑŒÌÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P : V → W .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : V → W ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ V , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P : V → W ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ¿ 0 ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ

‖f(x + v) − f(x) − P (v)‖ ¡ C‖v‖

(1.1)

ÐÒÉ ‖v‖ ¡ ffi.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.2. œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ f ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ŒÓÅÍ V ; ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ V .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÍÅÔÒÉË ÎÁ V É W , ÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÍÅÔÒÉËÉ ‖ − ‖_1, ‖ − ‖_2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_2 ¿ C_1 ¿ 0, ÞÔÏ C_1‖v‖_2 ¡ ‖v_2‖_1 ¡ C_2‖v‖_2 (ÐÏÞÅÍÕ? { ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ A(h), B(h), ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ h, É ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G(h) ¡ 0. çÏŒÏÒÑÔ { ÔÏÞÎÅÅ, ÐÉÛÕÔ { ÞÔÏ

A(h) = B(h) + o(G(h))

ÐÒÉ h → h_0, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ‖A(h) − B(h)‖ ¡ CG(h) ÐÒÉ ‖h − h_0‖ ¡ ffi. ðÒÉ ÁËËÕÒÁÔÎÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ, ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÓÉÔØ

ÆÏÒÍÕÌÙ. õÓÌÏŒÉÅ (1.1) Œ ÎÉÈ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË:

f(x + v) = f(x) + P (v) + o(‖v‖)

ÐÒÉ v → 0.

ìÅÍÍÁ 1.5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P : V → W . åÓÌÉ P (v) = o(‖v‖) ÐÒÉ v → 0, ÔÏ P (v) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ¿ 0 ÉÍÅÅÍ

P (v) =

P (˘(v)) ˘ : ô.Ë. P (v) = o(‖v‖) ÐÒÉ v → 0, ÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ o(1) ÐÒÉ ˘ → 0. ô.Ë. ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔ ˘ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÏÂÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ 0. □

œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÊ ìÅÍÍÙ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P Œ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1.1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ x ∈ V , É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

D(f)_x ∈ Hom(V; W ):

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ f : V → W { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ V , É D(f)_x = f ((1.1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ). œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ. œÏÚØÍÅÍ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V É ÆÕÎËÃÉÀ f : U → V , ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ U; ÔÏÇÄÁ

Df_x(v) = lim_{˘→0} 1 ˘ (T_{˘v}(f)(x) − f(x))

(1.2)

(ÚÄÅÓØ T_v { ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v, a T_v(f) { ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ f ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, T_v(f)(x) = f(T_v(x)) = f(x + v)). œÍÅÓÔÏ Df_x(v) ÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ D_v(f)(x); ÔÏÇÄÁ (1.2) ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ D_v ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÏÐÅÒÁÃÉÊ T_{˘v}. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (1.2) { ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ { ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ v (ÐÒÉ ÜÔÏÍ f ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x).

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : U → W ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ V , ËÏÔÏÒÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U. îÁÚÏŒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f ÆÕÎËÃÉÀ Df : U → Hom(V; W ), x → D(f)_x. åÓÌÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ Df ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f (ÏÄÉÎ ÒÁÚ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÇÏŒÏÒÑÔ ÞÔÏ f k ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, Á Df ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ (k − 1) ÒÁÚ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W -ÚÎÁÞÎÙÈ k ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ C^k(U; W ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : U → W ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ C^0(U; W ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ U ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C^∞(U; W ).

ìÅÍÍÁ 1.6. (i) åÓÌÉ ÄÁÎÙ f; g ∈ C^k(U; W ), ÔÏ f + g ∈ C^k(U; W ), É D(f + g) = Df + Dg.

(ii) åÓÌÉ ÄÁÎÙ f ∈ C^k(U; W ), g ∈ C^k(U; R), ÔÏ fg ∈ C^k(U; W ), É

D(fg) = D(f)g + fD(g):

(1.3)

(iii) åÓÌÉ ÄÁÎÙ f ∈ C^k(U; W ) É g ∈ C^k(U^′; W^′), ÇÄÅ ÏÂÌÁÓÔØ U^′ ⊂ W ÓÏÄÅÒÖÉÔ f(U) ⊂ W , ÔÏ g ∘ f ∈ C^k(U; W^′), É D(g ∘ f)_x = Dg_{f(x)} ∘ Df_x:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. □ äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^k(U; W ), k-ËÒÁÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D^kf ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ:

ÐÏÌÁÇÁÅÍ D^kf = D(D^{k−1}f). ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ V ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, V = R. ôÏÇÄÁ Hom(V; W ) = W , É ÐÅÒŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Df { Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ËÒÁÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ D^kf { ÓÕÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ U Œ W . óÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÖÎÙÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÔÏÞÎÅÅ ÏÃÅÎÉÔØ ÐÏÐÒÁŒÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ o(‖v‖) Œ (1.1)

ìÅÍÍÁ 1.7 (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÁÌÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ.). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^1(U; W ), U ⊂ R, É f(x) = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U. ôÏÇÄÁ

‖f(x + v)‖ ≤ sup_{0≤˘≤1} ‖Df(x + ˘v)‖‖v‖:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ w = f(x + v) − f(x), É ÐÕÓÔØ O : W → w · R { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ w. ðÏ ìÅÍÍÅ 1.6 (ii), ÆÕÎËÃÉÑ f_1 = O ∘ f : U → R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓËÏÌØËÕ ‖DO_x(w^′)‖ = ‖O(w^′)‖ ≤ ‖w^′‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ‖w^′‖, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f_1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ g(˘) = f_1(x + ˘v) − ˘f_1(x + v) ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] Œ R; ÔÏÇÄÁ g(0) = g(1) = 0, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ˘ ∈ [0; 1] ÉÍÅÅÍ Dg_˘ = 0. ô.Ë. ÏÔÒÅÚÏË ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÔÏ g ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ É ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, É ÍÉÎÉÍÕÍa. åÓÌÉ É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ g(˘) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ 0. éÎÁÞÅ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ { ÓËÁÖÅÍ, ÍÁËÓÉÍÕÍÁ { ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ˘ ∈]0; 1[. ðÏÄÈÏÄÑ Ë ÎÅÊ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ, É ŒÙÞÉÓÌÑÑ Dg_˘ ÐÏ (1.2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ Dg_˘ = 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.8. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^k(U; W ), U ⊂ R, É f(x) = Df_x = · · · = D^{k−1}f_x = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U. ôÏÇÄÁ

‖f(x + v)‖ ≤ sup_{0≤˘≤1} D^kf(x + ˘v)‖v‖^k:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ k:

‖f(x + v)‖ ≤ ‖v‖ sup_{0≤˘≤1} Df(x + ˘v) ≤ ‖v‖ sup_{0≤˘;˘′≤1} D^{k−1}f(x + ˘˘^′v)˘^{k−1}‖v‖;

ÞÔÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ. □ œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ V ÏÂÝÅÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k ≥ 1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(V^{⊗k}; W ) W -ÚÎÁÞÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÎÁ V . éÓÐÏÌØÚÕÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Hom(V; Hom(V^{⊗(k−1)}; W )) ∼= Hom(V^{⊗k}; W ), ËÒÁÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^k(U; W ) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ D^kf : U → Hom(V^{⊗k}; W ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. æÕÎËÃÉÑ P : V → W , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

P (v) = A(v ⊗ v ⊗ · · · ⊗ v)

ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A ∈ Hom(V^{⊗k}; W ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ { ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ k-ËÒÁÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÊ ŒÉÄÁ x_1(v)x_2(v) : : : x_k(v)w, ÇÄÅ w ∈ W { ËÁËÏÊ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒ, Á x_1; x_2; : : : ; x_k ∈ V^∗ { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ V . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ k = 2, W = R ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ Œ ÌÉÓÔËÅ áÌÇÅ- ÂÒÁ 3 { ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ V . œÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^k(V; W ), ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(V^{⊗k}; W ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sym ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Hom(V^{⊗k}; W ) → S^k(V; W ).

ìÅÍÍÁ 1.10. ðÕÓÔØ P ∈ S^k(V; W ) { ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ P ∈ C^∞(V; W ), D^pP = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ≠ k, ÐÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ D^kP_0 ∈ Hom(V^{⊗k}; W ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ, É Sym D^kP_0 = k!P .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D^kP ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅ D_{v1} ; D_{v2} ; : : : ; D_{vk} ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_k ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏ- ÂÏÊ. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ D_1 = D_{v1} É D_2 = D_{v2} . áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ D = D_1D_2 − D_2D_1 ÔÏÖÅ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ (1.3) (ËÏÔÏÒÏÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ). ðÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÔÏ DP = 0 ÄÌÑ P = x_1 : : : x_kw, x_1; : : : ; x_k ∈ V^∗, w ∈ W . ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Dx_i = 0, ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. □

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ (1.2), ÉÍÅÅÍ

D_1D_2P = lim_{˘1→0} lim_{˘2→0} 1 ˘_1˘_2

(T_{˘1v1} (T_{˘1v1} (f)) − T_{˘1v1} (f) − T_{˘2v2} + f):

îÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÙ T_{˘1v1} É T_{˘2v2} ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ D_2D_1P ÏÔÌÉÞÁ- ÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÐÒÅÄÅÌÏŒ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ P { ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim ˘_1→0;˘_2→0 1 ˘_1˘_2

(T_{˘1v1} (T_{˘1v1} (f)) − T_{˘1v1} (f) − T_{˘2v2} + f)

ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏ ˘_1 É ˘_2. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÅÄÅÌ, ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ. □ ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ k!. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ D^kP (v; v; : : : ; v) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v, Ô.Å. ŒÙÞÉÓÌÉÔØ D^k_v P É ÓÒÁŒÎÉÔØ ÅÇÏ Ó P (v). üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (1.3). □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.11. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Sym ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ S^k(V; W ) Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V^{⊗k} → W .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.12. åÄÉÓÎÔŒÅÎÎÏÅ ÍÅÓÔÏ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ D_1D_2 = D_2D_1, ÇÄÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔØ P { ÜÔÏ Œ ÔÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÈÏÔÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^2(U; W ), ÐÒÏÓÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÕÄÁ- ÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÁÍÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ÎÉÖÅ ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ìÅÍÍÙ 1.10.

åŒËÌÉÄÏŒÙ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ V É W ÚÁÄÁÀÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÍÅÔÒÉËÕ É ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ Hom(V^{⊗k}; W ), É ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ S^k(V; W ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ P ∈ S^k(V; W ) É ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V ÉÍÅÅÍ ‖P (v)‖ ≤ ‖P ‖‖v‖; (1.4)

ÇÄÅ P : V → W { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ðÕÓÔØ f ∈ C^k(U; W ), É ÐÕÓÔØ P^k(f)_x { ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ- ÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ D^kf_x. ôÏÇÄÁ ÐÏ ìÅÍÍÅ 1.6 (ii), P^k(f)_x ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌÅ: ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÕÀ x+˘v, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ U, ÔÏ k-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x, ÒÁŒÎÁ P^k(f)_x(v).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.13 (òÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ f ∈ C^k(U; W ) É ÔÏÞËa x ∈ U; ÔÏÇÄÁ

f(x + v) = f(x) + P^1f_x(v) + · · · + 1 k! P^kf_x(v) + o(‖v‖^k)

ÐÒÉ v → 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ìÅÍÍÅ 1.10, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f (ÐÒÉÞÅÍ ŒÅÒÎÏ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÅÓÔØ ÉÚ f ŒÓÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ^1_{l!} P^lf_x(v), É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(x) = P^1f_x(v) = · · · = P^kf_x(v)0, ÔÏ f(x + v) = o(‖v‖^k) ÐÒÉ v → 0. ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ f ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ x + ˘v, ˘ ∈ R, ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1.8 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖f(x + v)‖ ≤ sup_{0≤˘≤1} ‖P^kf_{x+˘v}(v)‖‖v‖^{k−1}:

ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ‖v‖ ¡ ffi, ÔÏ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ (1.4),

‖f(x + v)‖ ≤ ‖v‖^{k−1} sup_{v;‖v‖¡ffi} ‖P^kf_{x+v}‖‖v‖:

îÏ ÔÁË ËÁË P^kf_{x+v} { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ v, Á P^kf_x = 0, ÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ sup_{v;‖v‖¡ffi} ‖P^kf_{x+v}‖ ÅÓÔØ o(1) ÐÒÉ ffi → 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.14. ðÕÓÔØ f ∈ C^k(U; W ), x ∈ U. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ D^kf_x ÎÁ V ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.13, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ { ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏ (1.2), ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÄÁÅÔ Œ ÎÅÅ ÎÉËÁËÏÇÏ ŒËÌÁÄÁ. îÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ìÅÍÍÅ 1.10. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. ðÕÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁÎ ÂÁÚÉÓ v_1; : : : ; v_n; ÐÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÁ- ÎÁÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : U → W . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ D_{vi} f_x ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÐÏ x ∈ U. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U, ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ D_{vi} f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ?