
çåïíå�òéñ 1: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ ÓÄ×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.çåïíå�òéñ 1: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔÏÞËÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ �ÏÌÑ, ××ÅÄÅÎÎÙÍ × ÌÉÓÔËÅ áìçåâòá-1.æÕÎÄÁÍÅÎÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.ïÂÙÞÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÞÉ-ÓÌÏ a × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ a0; a1a2 : : : , É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÔÒÅÚ-ËÉ a0; a1a2 : : : an ÜÔÏÊ ÄÒÏÂÉ ËÁË ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ a. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÏÂÉÏÂßÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 1; 00000 : : : É 0; 9999 : : : . ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á�ÒÏÝÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, Á ×ÏÏÂÝÅ ÌÀÂÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÅ ÄÁÎÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÎÏ×Á ÎÁÄÏÕÞÉÔÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (�ÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ ÞÉÓÌÏ). ó ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÏ ÏÂßÑ×ÉÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁ ÜÔÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ�ÏÄÈÏÄ ëÏÛÉ Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ faig = a0; a1; a2; : : :{ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ faig { ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ " > 0ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË [x; y℄ ÄÌÉÎÙ ", ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ faig.úÁÄÁÞÁ 1.1. ðÕÓÔØ a { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØa; a; : : : { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.�ÁËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ fag.úÁÄÁÞÁ 1.2. ðÕÓÔØ faig { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. ðÅÒÅÓÔÁ×ÉÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ai. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.úÁÄÁÞÁ 1.3. äÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ faig ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÕI = [a; b℄, a; b 2 Q . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ faig ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÔÒÅÚÏË I0 = [a; b℄ �Ï�ÏÌÁÍ. ÷ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÏÌÏ×ÉÎ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ I1) ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ÷ÙËÉÎÅÍ ÉÚ faig ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,ËÒÏÍÅ a0, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÌÅÖÁÔ × I1. òÁÚÄÅÌÉÍ I1 �Ï�ÏÌÁÍ, É Ô.Ä. ÷ ÏÔÒÅÚËÅ Ik, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÎÁk-Í ÛÁÇÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó k-ÇÏ, É ÜÔÏÔÏÔÒÅÚÏË ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ b�a2k .úÁÄÁÞÁ 1.4 (!). äÁÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a1 6 a2 6 a3 6 : : : .éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ai ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C: ai 6 C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. 1



çåïíå�òéñ 1: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ faig, fbig { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. ïÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a0; b0; a1; b1; a2; b2; ::: { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÕÓÔØ a, b { Ä×Á ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fag ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ fbg ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = b.úÁÄÁÞÁ 1.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ faig ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ fbig, ÔÏ fbig ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ faig.úÁÄÁÞÁ 1.8 (!). ðÕÓÔØ faig, fbig { Ä×Å ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÎÅ�ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I1, I2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ai ÌÅÖÁÔ ×I1, Á �ÏÞÔÉ ×ÓÅ bi { × I2.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Ë " = 12n ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.úÁÄÁÞÁ 1.9 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ faig ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ fbig, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fbig ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f
ig, ÔÏ faig ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÁ f
ig. (üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÓÌÏ×ÁÍÉ \ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ".)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ faig, fbig { Ä×Å ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. çÏ×Ï-ÒÑÔ, ÞÔÏ faig > fbig, ÅÓÌÉ ai > bi ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ i.úÁÄÁÞÁ 1.10. ðÕÓÔØ faig, fbig { Ä×Å ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÉÌÉ faig < fbig, ÉÌÉ fbig < faig.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 1.8.úÁÄÁÞÁ 1.11. ðÕÓÔØ faig, fbig { Ä×Å ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ, É faig <fbig. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ 
, d ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ faig < f
g < fdgfbig.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ.úÁÄÁÞÁ 1.12. ðÕÓÔØ faig < fbig, Á fbig ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ f
ig. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ faig < f
ig.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " < j
� dj.úÁÄÁÞÁ 1.13. ðÕÓÔØ faig { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ, Á 
 2 Q { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÁ. faig ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f
g.Â. ÷ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ℄x; y[, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ 
, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ faig.×. ÷ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ℄x; y[, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ 
, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÓÔÉ faig. 2



çåïíå�òéñ 1: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ faigÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 
.úÁÄÁÞÁ 1.14. ðÕÓÔØ faig, fbig { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fai+big É fai�big{ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ.úÁÄÁÞÁ 1.15. ðÕÓÔØ faig, fbig { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ, �ÒÉÞÅÍ bi ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 0. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ faig ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ fai + big.úÁÄÁÞÁ 1.16. ðÕÓÔØ faig, fbig { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ faibig { �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.úÁÄÁÞÁ 1.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fbig ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 1, ÔÏ faibig ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ faig.úÁÄÁÞÁ 1.18. ðÕÓÔØ faig { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ Ë 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fa�1i g { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 0 ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [x; y℄, ÞÔÏ�ÏÞÔÉ ×ÓÅ faig ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × [x; y℄. ðÕÓÔØ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ faig ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÏÔÒÅÚËÅ I � [x; y℄ÄÌÉÎÙ ". äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ fa�1i g, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÏÔÒÅÚËÅ I�1 ÄÌÉÎÙ"(min(jxj; jyj)�1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ëÌÁÓÓÏÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ faig ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ faig. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ R.úÁÄÁÞÁ 1.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ 
 7! f
g ÚÁÄÁÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × R.úÁÄÁÞÁ 1.20 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉÎÁ R × ÚÁÄÁÞÁÈ 1.14- 1.18, ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ R ÓÔÒÕËÔÕÒÕ �ÏÌÑ.äÅÄÅËÉÎÄÏ×Ù ÓÅÞÅÎÉÑ.çÌÁ×ÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ { ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÞÅÎØÍÎÏÇÏ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÎÅÑ×ÎÙÍ. �ÒÕÄÎÏÓÔØ ÜÔÁ ÓËÏÒÅÅ �ÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ. �ÅÍÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÅÓÔØ Ó�ÏÓÏÂ ÅÅ �ÒÅÏÄÏÌÅÔØ { ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏ-ÔÏÒÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ äÅÄÅËÉÎÄ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ R � Q { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅÎÅ�ÕÓÔÏ É ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ×ÓÅÍÕ Q . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ R { ÓÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ a 2 R É b < aÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b 2 R. óÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÞÔÏ b 2 R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b 6 a. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ RÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.ðÕÓÔØ faig { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rfaig ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ b, ÞÔÏ fbg < faig.úÁÄÁÞÁ 1.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Rfaig { ÓÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ (Ô.Å. ÅÓÌÉ b 2 Rfaig, Á 
 < b, ÔÏ
 2 Rfaig). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏ.3



çåïíå�òéñ 1: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 1.22. ðÕÓÔØ faig É fbig { ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏRfaig = Rfbig.úÁÄÁÞÁ 1.23. ðÕÓÔØ faig É fbig { ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ, É faig < fbig.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Rfaig � Rfbig, ÎÏ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÏÞËÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [
; d℄ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.11; ËÁËÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Rfaig,Rfbig ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÅÌÖÁÔ?úÁÄÁÞÁ 1.24 (*). ðÕÓÔØ faig, fbig { Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Rfaig = Rfbig.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 1.10 (É �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ).úÁÄÁÞÁ 1.25 (*). ðÕÓÔØ R � Q { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R = Rfaig ÄÌÑËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ faig.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I0 = [a; b℄ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a ÌÅÖÉÔ × R, Á b { ÎÅÔ. ðÏÄÅÌÉÔÅÅÇÏ �Ï�ÏÌÁÍ, ×ÙÂÅÒÉÔÅ �ÏÌÏ×ÉÎÕ I1 Ó ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ðÏ×ÔÏÒÉÔÅ �ÒÏ�ÅÓÓ, É ×ÏÚØÍÉÔÅ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ai ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ii.íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ { ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ äÅÄÅËÉÎÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖ-ÎÏ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓ�ÅÈÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ.úÁÄÁÞÁ 1.26 (**). ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ R ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÓÅÞÅ-ÎÉÑ äÅÄeËÉÎÄÁ, ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ëÏÛÉ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÌÑ.õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ \ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a" É \ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �1", É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÉÓÔÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.óÕ�ÒÅÍÕÍ É ÉÎÆÉÍÕÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ A � R { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C 2 R. íÎÏÖÅÓÔ×ÏA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ Ó×ÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙC 2 R. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. ðÕÓÔØ A � R { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R. éÎÆÉÍÕÍ A (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑinf A) ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ 
 2 R, ÞÔÏ 
 6 a ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 2 A, É × ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ℄x; y[,ÓÏÄÅÖÁÝÅÍ 
, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ a. óÕ�ÒÅÍÕÍ A (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ supA) ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ
 2 R, ÞÔÏ 
 > a ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 2 A, É × ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ℄x; y[, ÓÏÄÅÖÁÝÅÍ 
, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a.úÁÄÁÞÁ 1.27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ inf A É supA ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ).úÁÄÁÞÁ 1.28 (!). ðÕÓÔØ A { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ supA ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ. 4



çåïíå�òéñ 1: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ a 2 A ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ, Ô.Å. �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Q . ÷ÏÚØÍÅÍÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ R; �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ a 6 C, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÏÖÅ ÓÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏinf A = R.úÁÄÁÞÁ 1.29 (!). ðÕÓÔØ A � R { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ inf A ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ A � R ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓÎÉÚÕ (Ó×ÅÒÈÕ). �ÏÇÄÁ �ÉÛÕÔ inf A = �1 (supA =1).
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