äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

çåïíåôòéñ 1: ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔÏÞËÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÐÏÌÑ, ŒŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ ÌÉÓÔËÅ áìçåâòá-1.

æÕÎÄÁÍÅÎÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ïÂÙÞÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔ ÞÉ- ÓÌÏ a Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ a_0; a_1a_2 : : : , É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÔÒÅÚ- ËÉ a_0; a_1a_2 : : : a_n ÜÔÏÊ ÄÒÏÂÉ ËÁË ŒÓÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ a. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÏÂÉ ÏÂSSÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 1; 00000 : : : É 0; 9999 : : : . ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÝÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, Á ŒÏÏÂÝÅ ÌÀÂÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÅ ÄÁÎÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÎÏŒÁ ÎÁÄÏ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ). ó ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂSSÑŒÉÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁ ÜÔÏÍ ÏÓÎÏŒÁÎ ÐÏÄÈÏÄ ëÏÛÉ Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÞÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ {a_i} = a_0; a_1; a_2; : : : { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ {a_i} { ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË [x; y] ÄÌÉÎÙ ”, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ {a_i}.

úÁÄÁÞÁ 1.1. ðÕÓÔØ a { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a; a; : : : { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.

ôÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ {a}.

úÁÄÁÞÁ 1.2. ðÕÓÔØ {a_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. ðÅÒÅÓÔÁŒÉÍ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.

úÁÄÁÞÁ 1.3. äÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_i} ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÕ I = [a; b], a; b ∈ Q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ {a_i} ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÔÒÅÚÏË I_0 = [a; b] ÐÏÐÏÌÁÍ. œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏÌÏŒÉÎ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ I_1) ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. œÙËÉÎÅÍ ÉÚ {a_i} ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÒÏÍÅ a_0, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ I_1. òÁÚÄÅÌÉÍ I_1 ÐÏÐÏÌÁÍ, É Ô.Ä. œ ÏÔÒÅÚËÅ I_k, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÎÁ k-Í ÛÁÇÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó k-ÇÏ, É ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ^{b−a}_{2k} .

úÁÄÁÞÁ 1.4 (!). äÁÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_1 ⩽ a_2 ⩽ a_3 ⩽ : : : . éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ a_i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C: a_i ⩽ C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_0; b_0; a_1; b_1; a_2; b_2; ::: { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÕÓÔØ a, b { ÄŒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {a} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ {b} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = b.

úÁÄÁÞÁ 1.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {a_i} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ {b_i}, ÔÏ {b_i} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ {a_i}. úÁÄÁÞÁ 1.8 (!). ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÄŒÅ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÎÅÐÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ I_1, I_2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ a_i ÌÅÖÁÔ Œ I_1, Á ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ b_i { Œ I_2.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Ë ” =^1_{2n} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. úÁÄÁÞÁ 1.9 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_i} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ {b_i}, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {b_i} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {c_i}, ÔÏ {a_i} ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ {c_i}. (üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÓÌÏŒÁÍÉ \ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÁ".)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÄŒÅ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. çÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ {a_i} ¿ {b_i}, ÅÓÌÉ a_i ¿ b_i ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ i.

úÁÄÁÞÁ 1.10. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÄŒÅ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÌÉ {a_i} ¡ {b_i}, ÉÌÉ {b_i} ¡ {a_i}. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 1.8.

úÁÄÁÞÁ 1.11. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÄŒÅ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ, É {a_i} ¡ {b_i}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ c, d ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ {a_i} ¡ {c} ¡ {d}{b_i}. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 1.12. ðÕÓÔØ {a_i} ¡ {b_i}, Á {b_i} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ {c_i}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {a_i} ¡ {c_i}. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¡ |c − d|.

úÁÄÁÞÁ 1.13. ðÕÓÔØ {a_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ, Á c ∈ Q { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ

Á. {a_i} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {c}.

Â. œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ]x; y[, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ c, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_i}.

Œ. œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ]x; y[, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ c, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÓÔÉ {a_i}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ŒÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ {a_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë c.

úÁÄÁÞÁ 1.14. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {a_i +b_i} É {a_i −b_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ.

úÁÄÁÞÁ 1.15. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ, ÐÒÉÞÅÍ b_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {a_i} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ {a_i + b_i}.

úÁÄÁÞÁ 1.16. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {a_ib_i} { ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.

úÁÄÁÞÁ 1.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {b_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 1, ÔÏ {a_ib_i} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ {a_i}.

úÁÄÁÞÁ 1.18. ðÕÓÔØ {a_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {a^{−1}_i } { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 0 ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [x; y], ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ {a_i} ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ [x; y]. ðÕÓÔØ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ {a_i} ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÔÒÅÚËÅ I ⊂ [x; y] ÄÌÉÎÙ ”. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ {a^{−1}_i }, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÔÒÅÚËÅ I^{−1} ÄÌÉÎÙ ”(min(|x|; |y|)^{−1}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ëÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ {a_i} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ {a_i}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ R.

úÁÄÁÞÁ 1.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ c → {c} ÚÁÄÁÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ R.

úÁÄÁÞÁ 1.20 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÁ R Œ ÚÁÄÁÞÁÈ 1.14- 1.18, ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ R ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÏÌÑ.

äÅÄÅËÉÎÄÏŒÙ ÓÅÞÅÎÉÑ.

çÌÁŒÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ { ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ: ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÎÅÑŒÎÙÍ. ôÒÕÄÎÏÓÔØ ÜÔÁ ÓËÏÒÅÅ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÅÓÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÅÅ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ { ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏ- ÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ äÅÄÅËÉÎÄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ R ⊂ Q { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÎÅ ÒÁŒÎÏ ŒÓÅÍÕ Q . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ R { ÓÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ a ∈ R É b ¡ a ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b ∈ R. óÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÞÔÏ b ∈ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b ⩽ a. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

ðÕÓÔØ {a_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R_{{ai }} ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ b, ÞÔÏ {b} ¡ {a_i}.

úÁÄÁÞÁ 1.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R_{{ai}} { ÓÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ (Ô.Å. ÅÓÌÉ b ∈ R_{{ai }}, Á c ¡ b, ÔÏ c ∈ R_{{ai}}). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 1.22. ðÕÓÔØ {a_i} É {b_i} { ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R_{{ai }} = R_{{bi}}.

úÁÄÁÞÁ 1.23. ðÕÓÔØ {a_i} É {b_i} { ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ, É {a_i} ¡ {b_i}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R_{{ai }} ⊂ R_{{bi}}, ÎÏ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÏÞËÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ [c; d] ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.11; ËÁËÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ R_{{ai }}, R_{{bi}} ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÅÌÖÁÔ?

úÁÄÁÞÁ 1.24 (*). ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ R_{{ai}} = R_{{bi}}.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 1.10 (É ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ).

úÁÄÁÞÁ 1.25 (*). ðÕÓÔØ R ⊂ Q { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R = R_{{ai }} ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_i}.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌ I_0 = [a; b] ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a ÌÅÖÉÔ Œ R, Á b { ÎÅÔ. ðÏÄÅÌÉÔÅ ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÁÍ, ŒÙÂÅÒÉÔÅ ÐÏÌÏŒÉÎÕ I_1 Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ðÏŒÔÏÒÉÔÅ ÐÒÏÃÅÓÓ, É ŒÏÚØÍÉÔÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ a_i ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ I_i.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ { ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ äÅÄÅËÉÎÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖ- ÎÏ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ.

úÁÄÁÞÁ 1.26 (**). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ R ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÓÅÞÅ- ÎÉÑ äÅÄeËÉÎÄÁ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ëÏÛÉ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ \ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a" É \ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ −1", É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÉÓÔÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

óÕÐÒÅÍÕÍ É ÉÎÆÉÍÕÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ A ⊂ R { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ∈ R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ∈ R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. ðÕÓÔØ A ⊂ R { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R. éÎÆÉÍÕÍ A (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ inf A) ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c ∈ R, ÞÔÏ c ⩽ a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A, É Œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ]x; y[, ÓÏÄÅÖÁÝÅÍ c, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ a. óÕÐÒÅÍÕÍ A (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ sup A) ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c ∈ R, ÞÔÏ c ⩾ a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A, É Œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ]x; y[, ÓÏÄÅÖÁÝÅÍ c, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ a.

úÁÄÁÞÁ 1.27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ inf A É sup A ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ).

úÁÄÁÞÁ 1.28 (!). ðÕÓÔØ A { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sup A ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ a ∈ A ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ, Ô.Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ Q . œÏÚØÍÅÍ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ R; ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ a ⩽ C, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÏÖÅ ÓÅÞÅÎÉÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ inf A = R.

úÁÄÁÞÁ 1.29 (!). ðÕÓÔØ A ⊂ R { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ inf A ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ A ⊂ R ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓÎÉÚÕ (ÓŒÅÒÈÕ). ôÏÇÄÁ ÐÉÛÕÔ inf A = −∞ (sup A = ∞).