äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

çåïíåôòéñ 5: ôÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M, É ŒÙÄÅÌÅÎ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S ⊂ M, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. ðÁÒÁ (M; S) (Á ÔÁËÖÅ ÓÁÍÏ M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

1. ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÓÁÍÏ M ÏÔËÒÙÔÙ.

2. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ.

3. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M −→ M^′ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓ- ÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ { ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : M −→ M^′, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ : M^′ −→ M, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ’ (Ô.Å. ’ ∘ É ∘ ’ { ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ). éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏ. ïËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ∈ M { ÜÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. ïËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ M { ÜÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ í, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ.

úÁÄÁÞÁ 5.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.2 (!). ðÕÓÔØ M { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á S { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ M ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. üÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ M Œ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.3 (!). ðÕÓÔØ M { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á S { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M: ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÓÁÍÏÇÏ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ M ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. üÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ M Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.5. äÁÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M. ïÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ Œ Z ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ Z ∩ U, ÇÄÅ U ÏÔËÒÙÔÏ Œ Z.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Z ,→ M ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

Â. (*) œÓÅ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. ôÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ Z ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó M. ðÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á S_0 { ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ S_0. ôÏÇÄÁ S_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ M.

úÁÄÁÞÁ 5.6. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÂÁÚÙ ÄÌÑ M Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ; ÄÌÑ M Ó ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ M { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ u ∈ U, U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ " > 0 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ u.

úÁÄÁÞÁ 5.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÍ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ, Á ËÏÄÉÓ- ËÒÅÔÎÏÅ { ÎÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 5.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÏÔËÒÙÔÙ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ ÚÁÄÁÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M.

úÁÄÁÞÁ 5.10 (!). ðÕÓÔØ í { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á S, S^′ { ÄŒÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^′ ∋ m, ÏÔËÒÙÔÏÊ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ S^′, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ m, U ⊂ U^′, ÏÔËÒÙÔÁÑ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ S. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (M; S)^i−→ (M; S^′) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ S^′, ÓÉÌØÎÅÅ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ S.

úÁÄÁÞÁ 5.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n Ó ÎÏÒÍÏÊ , ËÁË Œ ÌÉÓÔËÅ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 3. üÔÁ ÎÏÒÍÁ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ R^n . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÞÅÒÅÚ S_˚ . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ , ^′ { ÔÁËÉÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ∈ R ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÍ C^{−1}^′(x) < (x) < C^′(x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R^n Œ ÓÅÂÑ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (R^n ; S_˚ ) −→ (R^n ; S_˚′ ).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.12 (*). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ , ^′ { ÔÁËÉÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ R^n , ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R^n Œ ÓÅÂÑ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (R^n ; S_˚ ) −→ (R^n ; S_˚′ ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÞÔÏ C^{−1}^′(x) < (x) < C^′(x).

úÁÄÁÞÁ 5.13 (*). ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ V ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ d_g, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ Œ ÌÉÓÔËÅ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÞÅÒÅÚ S_g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ V ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ g, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; g^′, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ V Œ ÓÅÂÑ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (V; S_g) −→ (V; S_g′ ).

úÁÄÁÞÁ 5.14 (**). ðÕÓÔØ V - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÑ S_˚ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÏÒÍÙ : ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R^n Œ ÓÅÂÑ ŒÓÅÇÄÁ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (R^n ; S_˚ ) −→ (R^n ; S_˚′ ). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ËÏÇÄÁ V ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÔÒÉËÕ d ÎÁ R^n , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÏÒÍÏÊ

|(¸_1; :::¸_n)| = √∑ i ¸^2_i :

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R^n , ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó d, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Œ R^n { ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ó R^n .

úÁÄÁÞÁ 5.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ðÕÓÔØ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄÉÓËÒÅÔ- ÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, M^′ { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

Á. éÚ R Œ M Â. éÚ M Œ R Œ. éÚ M^′ Œ R Ç. éÚ R Œ M^′.

úÁÄÁÞÁ 5.16. ðÕÓÔØ ’ : M −→ M^′ { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔ? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ? úÁÄÁÞÁ 5.17. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÏÔËÒÙÔ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ- ÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Z ⊂ M { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, Z { ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Z. ôÏÇÄÁ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ Z.

úÁÄÁÞÁ 5.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ô0-ô4 ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ.

T0. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ x; y ∈ M, ÔÏÇÄÁ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Õ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÕÀ.

T1. ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ M ÚÁÍËÎÕÔÁ.

T2. ìÀÂÙÅ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ x, y ∈ M ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ U_x, U_y, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

T3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ M, ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′ ∋ y, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U.

T4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ∈ M, ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊃ Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′ ⊃ Z, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U.

õÓÌÏŒÉÅ ô2 ÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁË ÁËÓÉÏÍÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ ô2, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ô1 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ M, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ y, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ x. úÁÄÁÞÁ 5.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ô4 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: Õ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅ- ËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X; Y ⊂ M, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. úÁÄÁÞÁ 5.21. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: x ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ∈ {y} É y ∈ {x}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ M^′.

Á. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ T0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M = M^′.

Â. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ M^′ ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔ ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ M → M^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ M^′. õÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ T0?

Œ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ M { ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ M^′.

Ç. ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ M ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ M^′?

úÁÄÁÞÁ 5.22. œÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÌÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ô0-ô4 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ? ó ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 5.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ô0-ô4 ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Œ R. úÁÄÁÞÁ 5.24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ T0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ T1, a ô1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ô2. úÁÄÁÞÁ 5.25. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ô1. ðÒÉŒÅÄÉ- ÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÇÄÅ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.26 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ô1, É ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. úÁÄÁÞÁ 5.27 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ô1 É ô3 ÓÌÅÄÕÅÔ ô2.

úÁÄÁÞÁ 5.28 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÇÄÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ô4, ÎÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ô1. úÁÄÁÞÁ 5.29. äÁÎÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ô1, ô2, ô3.

úÁÄÁÞÁ 5.30 (*). äÁÎÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ô4.

úÁÄÁÞÁ 5.31 (*). ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ í ËÏÎÅÞÎÏ.

Á. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ T1. Â. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÎÁ M ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ T1?

Œ. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÎÁ M ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ T1, ÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ T0?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ-ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁ- ÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x ≤ y (\x ÍÅÎØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ y) Ó ÔÁËÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. åÓÌÉ x ≤ y, Á y ≤ z, ÔÏ x ≤ z.

2. åÓÌÉ x ≤ y É y ≤ x, ÔÏ x = y.

úÁÄÁÞÁ 5.32 (*). Á. ðÕÓÔØ í { ÞÁÓÔÉÞÎÏ-ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ M ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x ∈ S ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ y ∈ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y ≤ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ M. ëÏÇÄÁ ÜÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ T0? Á ÓŒÏÊÓÔŒÕ T1?

Â. ðÕÓÔØ M { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÕÄÏŒÌÅŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÕ T0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.10. ðÕÓÔØ Z ⊂ M { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Z ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ M. úÁÄÁÞÁ 5.33 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z ÐÌÏÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Z ÅÓÔØ ŒÓÅ M.

úÁÄÁÞÁ 5.34. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÌÏÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ; Ó ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q ÐÌÏÔÎÏ Œ R.

úÁÄÁÞÁ 5.36 (!). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ M, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ∩ U ÎÅ ÐÌÏÔÎÏ Œ U. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M\Z ÐÌÏÔÎÏ Œ M.

úÁÄÁÞÁ 5.37 (*). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.38. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔÅ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÅÊ; Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.11. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, x ∈ M { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. âÁÚÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ x { ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ B ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ x, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÉÚ B.

úÁÄÁÞÁ 5.39. ðÕÓÔØ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÚÁÄÁÎ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ B, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M, ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ U ∈ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B { ÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.12. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁ M ÍÏÖÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÞÅÔÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÁÑ ÂÁÚÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Œ M ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÓÞÅÔÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ Õ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÁÑ ÂÁÚÁ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ M ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ŒÔÏÒÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÓÞÅÔÎÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ ÞÔÏ M { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ. åÓÌÉ Œ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.40. äÁÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ M ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÓÞÅÔÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.41. ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.42 (*). ðÕÓÔØ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ.

úÁÄÁÞÁ 5.43 (!). äÁÎÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 5.44. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.45 (**). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÅÚ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ.

5.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÙÌÉ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÙ ËÁË ÑÚÙË, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÄÏÂÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ. œ ÌÉÓÔËÅ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 4 ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÕÀ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ë ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄ- ÈÏÄÉÔØ Ó ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ, ÌÉÂÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÚÁÄÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Á ÎÁÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ { ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ.

œÔÏÒÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÈ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÁÈ) ÎÁÔÁÌËÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ { ÅÓÌÉ Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÔ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ, ÐÒÉÈÏ- ÄÉÔÓÑ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÎÅÓÞÅÔÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ. œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞ- ËÉ, É Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÅÓØÍÁ ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.13. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Z ⊂ M { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. ôÏÞËÁ x ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ Z, ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ z ∈ Z. ðÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_i} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ x_i. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 5.46. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÅÊ. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.47. ðÕÓÔØ M { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.48 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ (Ô.Å. ŒÙÔÅËÁÅÔ ÌÉ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔØ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌÁ)? á ÅÓÌÉ Œ M ÅÓÔØ ÓÞÅÔÎÁÑ ÂÁÚÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞËÉ?

úÁÄÁÞÁ 5.49. ðÕÓÔØ Œ M ÐÒÅÄÅÌ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ô1.

úÁÄÁÞÁ 5.50. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M −→ M^′ É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Z Œ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ f(Z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÅÄÅÌÙ Œ ÐÒÅÄÅÌÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.51 (!). ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Œ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.52. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M Ó ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Z ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ Z.

úÁÄÁÞÁ 5.53 (!). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M, M^′ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M −→ M^′, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.54 (*). á ÞÔÏ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞËÉ ÄÌÑ M? äÌÑ M^′?

úÁÄÁÞÁ 5.55 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ M ÏÂSSÑŒÌÅÎÙ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÔÏÞËÁÍ ÉÚ M (ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ x ∈ lim x_i; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ). ðÕÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

(i) ðÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x; x; x; x; x; ::: ÓÏÄÅÒÖÉÔ x.

(ii) åÓÌÉ x ∈ lim x_i, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_i} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ x.

(iii) œÙÂÅÒÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_i}, ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÍ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁ {y_i}. åÓÌÉ x ∈ lim x_i, ÔÏ x ∈ lim y_i.

(iv) åÓÌÉ x ∈ lim x_i É x ∈ lim y_i, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1; y_1; x_2; y_2; ::: ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x.

Á. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ M ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ŒÓÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {x_i} ∈ Z. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁË ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ M.

Â. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ S ÎÁ M ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ËÁË ÄÅÌÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ (i)-(iv). ðÕÓÔØ S^′ { ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÐÒÅÄÅÌÏŒ, ËÁË Œ ÞÁÓÔÉ (Á). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ S^′ É S ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

Œ. œÏÚØÍÅÍ ÎÅÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ: ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ (ÔÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÆÉÎÉÔÎÏÊ). ðÕÓÔØ S^′ - ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÅÄÅÌÏŒ, ËÁË ŒÙÛÅ. îÁÊÄÉÔÅ S^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ S^′ ÎÅ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÁ ÐÅÒŒÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÓÞÅÔÎÏÓÔÉ.