äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

çåïíåôòéñ 7: ïÂÝÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ: ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÚÏŒÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ M ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_i ⊂ M (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ, ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÅÓÞÅÔÎÙÊ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ M = ⋃ U_i. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ M ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ Z ⊂ M ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ Œ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ëÏÇÄÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÄÉÓ- ËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ? ó ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ?

úÁÄÁÞÁ 7.2 (*). ðÕÓÔØ Œ M ÚÁÄÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ: ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ (ÔÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÆÉÎÉÔÎÏÊ). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ M.

úÁÄÁÞÁ 7.3 (!). ðÕÓÔØ Z ËÏÍÐÁËÔÎÏ, a Z^′ ⊂ Z ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z^′ ÔÏÖÅ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ?

úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, Z { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M, Á x =∈ Z { ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ Z ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {U_i}, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ U_i ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x.

Â. (*)ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ô1-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 7.5 (!). ðÕÓÔØ M ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M ÚÁÍËÎÕÔÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.6. äÁÎÙ ÄŒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.7 (!). äÁÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ô4.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 7.8. äÁÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ô3.

úÁÄÁÞÁ 7.9 (**). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÞÅÔÎÏÓÔÉ?

úÁÄÁÞÁ 7.10 (**). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÌÏËÁÌØ- ÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 7.11. äÁÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⋃ {∞} (X, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁŒÉÌÉ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÕÀ ËÁË ∞) ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ: U ⊂ ^X ÏÔËÒÙÔÏ ÌÉÂÏ ÅÓÌÉ ∞ ∈ U, Á ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë U ËÏÍÐÁËÔÎÏ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X, ÌÉÂÏ ÅÓÌÉ ∞ ∉ X, É U ÏÔËÒÙÔÏ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, É ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ^X ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ^X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

úÁÄÁÞÁ 7.12 (*). ðÕÓÔØ X ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ^X ÔÏÖÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ?

úÁÄÁÞÁ 7.13. ðÕÓÔØ X = R^n Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ^X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.14. äÁÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M, É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z Œ ÎÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

(i) õ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ Z ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ z, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ Z. (ii) M ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÁ Z ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

(iii) Z ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓŒÏÉÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.4. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ ÚÁÄÁÞÉ 7.14, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.15. äÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÁÂÏÒ Z_i ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅÐÏÌÎÙÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÎÁÂÏÒÁ Z_1; Z_2; : : : ; Z_k ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Z_1 ∩ Z_2 ∩ · · · ∩ Z_k ÎÅÐÕÓÔÏ. ðÏÄ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ Z_i ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÏÖÅÓÔŒ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ (Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Z_i, Z_j ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ Z_i ⊂ Z_j ÉÌÉ Z_j ⊂ Z_i).

úÁÄÁÞÁ 7.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Z_i ⊂ M ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ ∩_iZ_i.

úÁÄÁÞÁ 7.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÏÖÅÓÔŒ Z_i ⊂ M ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ∩_iZ_i.

úÁÄÁÞÁ 7.18 (!). ðÕÓÔØ M { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ M ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 7.17 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ. åÓÌÉ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, M ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ Õ M ÅÓÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ S, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ M. Œ M\W_ff. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, m_ff ÌÅÖÉÔ Œ U_ff É ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ U ∈ S. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {m_ff}. ðÕÓÔØ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ m. œÏÚØÍÅÍ U ∈ S, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ m. ôÏÇÄÁ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÉÚ {m_ff} { ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.19. ðÕÓÔØ M { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÉÚ M ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

úÁÄÁÞÁ 7.20 (*). äÁÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

Á. íÏÖÅÔ ÌÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ?

Â. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÌÉ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ?

Œ. (**) ðÕÓÔØ M ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ?

úÁÄÁÞÁ 7.21 (!). ðÕÓÔØ f : M −→ N { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ M, f(Z) ŒÓÅÇÄÁ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 7.22. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ R.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ - ÚÎÁÞÉÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]).

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÓÕÐÒÅÍÕÍ É ÉÎÆÉÍÕÍ Œ Z.

úÁÄÁÞÁ 7.23 (!). ðÕÓÔØ f : M −→ R { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒ- ÁÎÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ M.

úÁÄÁÞÁ 7.24 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ô4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : M −→ R, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ {x_i} { ÓÞÅÔÎÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ô4, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U_i ⊃ x_i, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ U_i ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÚÁÍÙ- ËÁÎÉÅÍ ⋃ j≠i Uj . ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÌÅÍÍÕ õÒÙÓÏÎÁ Ë ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ {xi}, M\Ui, É

ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÕÊÔÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ õÒÙÓÏÎÁ f_i Ó ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ- ÍÉ. úÁÄÁÞÁ 7.25. ðÕÓÔØ f : M −→ N { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á N ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.26. ðÕÓÔØ f : M −→ N { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á N ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.27. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ f : M −→ N, ÞÔÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÎÏ f { ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. (N ÎÅ ÈÁÕÓ- ÄÏÒÆÏŒÏ).

ëÏÍÐÁËÔÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.5. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ K ⊂ Y ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(K) ⊂ X ËÏÍ- ÐÁËÔÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 7.28 (!). ðÕÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ É ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÅ ÐÏÄÍÏÖÅÓÔŒÁ Y .

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ Z ⊂ Y , ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ. œÙÂÅÒÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË y_i ∈ f(Z), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ y ∈ Y , ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ Œ f(Z).

úÁÄÁÞÁ 7.29 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁ- ÚÙ? úÁÄÁÞÁ 7.30 (*). ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ, Á ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(y) ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ËÏÍÐÁË- ÔÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 7.16.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.6. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g : Z → Y ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÎÉÅ X ×_Y Z → Z ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÚÄÅÓØ X ×_Y Z { ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X × Z, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ ⟨x; z⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) = g(z)).

úÁÄÁÞÁ 7.31 (*). ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÎÉÅ F : X → Y ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 7.30, ÓŒÅÄÉÔÅ ŒÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄ- ÎÏÊ ÔÏÞËÉ. äÁÌÅÅ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 7.18: ÅÓÌÉ Œ X ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÔÏ ŒÏÚØÍÉÔÅ Z = ^M, Ô.Å. ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÕÀ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÀ M, É ÐÒÉÄÉÔÅ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 7.32 (!). ðÕÓÔØ X, Y { ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X × Y ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ U × V , U ÏÔËÒÙÔÏ Œ X, V ÏÔËÒÙÔÏ Œ Y ÚÁÄÁÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X × Y , ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏËÒÙÔÉÑ X×Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ŒÙÂÅÒÉÔÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X × {y} ⊂ X × Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_i × V_i, É ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_y = ∩V_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÅËÃÉÑ X × Y → Y ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ Y É ËÏÍÐÁËÎÏÍ X { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.33. äÁÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ

(i) X ËÏÍÐÁËÔÎÏ

(ii) X ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ (Ô.Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÒÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ

úÁÄÁÞÁ 7.34. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_i(n) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ N Œ [0; 1]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_{i1} ; a_{i2} ; a_{i3} ; : : : , ÞÔÏ {a_{ik} (n)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n.

úÁÄÁÞÁ 7.35 (!). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ [0; 1]^N ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 7.36 (*). äÁÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÔÁËÏÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ- ÓÞÅÔÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {V_ff} ÐÏËÒÙÔÉÊ M, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ V_ff ÓÏÄÅÒÖÉÔ V_ff′ ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅÍ (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, {V_ff} { ÎÁÂÏÒ ÐÏËÒÙÔÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÁËÉÈ- ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). ðÕÓÔØ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ V_ff ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ V_ff ÔÏÖÅ ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.37 (*). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X ⊂ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ {V_ff}, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ, Á ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë {V_ff} ÌÀÂÏÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ ÎÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.38 (*). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {V_ff} ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1, U_2 ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ {V_ff}, É ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÔÏÖÅ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ {V_ff}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ {V_ff}, ÔÏÖÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ {V_ff}.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.39 (*). ðÕÓÔØ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÚÁÄÁÎÁ ÐÒÅÄÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ R. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ M É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {V_ff}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ {V_ff} ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÚ R.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ (ÔÅÏÒÅÍÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÂÁÚÅ). ðÕÓÔØ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÚÁÄÁÎÁ ÐÒÅÄÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ S. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ X ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÕ ŒÙÂÏÒÁ É (ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ ëÜÌÉ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.40 (*). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ [0; 1]^I ËÏÍÐÁËÔÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ I.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÒÅÄÂÁÚÕ ÄÌÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÍ ËÕÂÅ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ [0; 1]×[0; 1]×· · · ×]a; b[×[0; 1]×: : : (ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ). œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÇÏ ËÕÂÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÁËÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Map(I; [0; 1]) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I Œ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1], Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ Map(I; [0; 1]) ËÏÍÐÁËÔÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_i(x)} ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_{ik} (x)}, ÞÔÏ {a_{ik} (x)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÍ x ∈ I.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.7. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, I { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á M^I { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ I Œ M, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ I ËÏÐÉÊ M. äÌÑ x ∈ I É ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ M ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U(x) ⊂ M^I , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ x Œ U. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ M^I ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ Ó ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅÈ U(x). ôÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ (ÔÁËÖÅ ÓÌÁÂÏÊ ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÔÏÞÅÞ- ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).

úÁÄÁÞÁ 7.41 (*). ðÕÓÔØ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ, ÞÔÏ M^I Ó ÔÉÈÏ- ÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ

ðÕÓÔØ P (x) = x^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_0 { ÐÏÌÉÎÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ P ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ C Œ C . ëÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, C ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó R^2 .

úÁÄÁÞÁ 7.42. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 7.43 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |x| ¿ 2 max (1; ∑ |a_i|), ÔÏ^{|P (x)−xn|}_{|xn|} ¡ 1=2.

úÁÄÁÞÁ 7.44 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |x| ¿ 2R max (1; ∑ |a_i|), ÔÏ |P (x)| ¿ R^n.

úÁÄÁÞÁ 7.45 (!). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ |P | ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ C .

õËÁÚÁÎÉÅ. íÙ ÐÒÉÂÌÉÚÉÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ |P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ x^n, ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ŒÙŒÅÌÉ, ÞÔÏ |P (x)| ¿ R^n, ËÏÇÄÁ |x| ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉË. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÉÎÉÍÕÍ |P | ÎÁ ËÒÕÇÅ |x| ⩽ R ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ, Á ÎÅ ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅ.

äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ |P | ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌÅ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ |P | ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÕÓÔØ k { ÓÁÍÏÅ ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÅÄÉ 1; 2; 3; : : : ; n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a_k ≠ 0. äÏÍÎÏÖÉŒ P ÎÁ a^{−1}_0 , É ÓÄÅÌÁŒ ÚÁÍÅÎÕ x = z^k √ a^{−1}_k , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÉÄÁ

Q(z) = 1 + z^k + b_{k+1}z^{k+1} + b_{k+2}z^{k+2} + : : :

úÁÄÁÞÁ 7.46. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ z, ÞÔÏ |z| ¡ 1, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

|Q(z) − 1 − z^k| ¡ |z^{k+1}|( ∑ |b_i|):

úÁÄÁÞÁ 7.47 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z, ÞÔÏ |z| ¡^1_2 max (1; ∑ |b_i|)^{−1}, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

|Q(z) − 1 − z^k|

|z^k| ¡ 1 2 : úÁÄÁÞÁ 7.48 (!). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ” ¡ 1 2 max (1; ∑ |b_i|)^{−1} É ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ z^k = −”, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

|Q(z) − 1 + ”| ¡ ”=2:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÍÙ ÐÒÉÂÌÉÚÉÌÉ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ 1 − z^k. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ |Q(^k √ −”)| ¡ |Q(0)|(1 −^1_2 ”) ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ”. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ 0.

úÁÄÁÞÁ 7.49 (!). äÏËÁÖÉÔÅ ïÓÎÏŒÎÕÀ ôÅÏÒÅÍÕ áÌÇÅÂÒÙ: ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ C .