äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

çåïíåôòéñ 8: ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

îÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ, ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÉÈÏ- ÎÏŒÁ. ðÕÓÔØ X { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, I { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á X^I { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ I Œ X, Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ X^I ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÏÔÒÅÚÏË, Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÔÏ- ÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙŒÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ X, Y { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á {f_ff} { ÎÁÂÏÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y . íÎÏÖÅÓÔŒÏ {f_ff} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ffi, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ffi-ÛÁÒÁ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÌÀÂÏÇÏ f_ff ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ”-ÛÁÒÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ f_ff).

úÁÄÁÞÁ 8.2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X −→ Y ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅ- ŒÏÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œÓÑËÏÅ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ?

úÁÄÁÞÁ 8.3 (!). ðÕÓÔØ X, Y { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á {f_i} { ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ {f_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ”, ffi, ÞÔÏ É {f_i}, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, Y , É ÐÕÓÔØ Map(X; Y ) { ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y .

úÁÄÁÞÁ 8.4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ Map(X; Y ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ d_{sup}(f; g) ËÁË sup_{x∈X} d(f(x); g(x)). äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ d_{sup}(f; g) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ Map(X; Y ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ Map(X; Y ).

úÁÄÁÞÁ 8.5 (!). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ {f_i} ⊂ Map(X; Y ) ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ sup_{x∈X} d(f(x); f_i(x)) ¿ C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. îÁÊÄÉÔÅ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ {x_i}, ÞÔÏ d(f(x_i); f_i(x_i)) ¿ C, É ÐÕÓÔØ x { ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ. œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ, d(f_i(x_i); f_i(x)) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ

d(f_i(x); f(x)) + d(f_i(x_i); f_i(x)) ⩾ d(f(x); f_i(x_i));

ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.6 (!). (ÔÅÏÒÅÍÁ áÒÃÅÌÁ-áÓËÏÌÉ) ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (Œ ÓÍÙÓÌÅ sup-ÍÅÔÒÉËÉ) É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ¯ ⊂ Map(X; Y ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ôÉÈÏÎÏŒÁ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ëÁË É ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ÒÁÎÅÅ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ X É Y ËÏÍÐÁËÔÎÙ!

úÁÄÁÞÁ 8.7 (**). ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÉÈÏÎÏŒÁ (Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ áÒÃÅÌÁ-áÓËÏÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.8 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ⊂ X É ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ Y . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U(K; V ) ⊂ Map(X; Y ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ K Œ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ Map(X; Y ), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ ÉÚ ŒÓÅÈ U(K; V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3. üÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ Map(X; Y ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊ, ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÁÂÅÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Map(X; Y ) Ó ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÅÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ Map(X; Y ) Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.4. ðÕÓÔØ Z { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M. äÉÁÍÅÔÒÏÍ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ diam(Z) := sup_{x;y∈Z} d(x; y).

úÁÄÁÞÁ 8.10. ðÕÓÔØ f ∈ Map(X; Y ) { ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ” { ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ffi(f; ”) { ÓÕÐÒÅÍÕÍ diam(f(B)) ÐÏ ŒÓÅÍ ”-ÛÁÒÁÍ B Œ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{” −→ 0} ffi(f; ”) = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ”_i, ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË x_i ∈ X É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ÉÍÅÅÍ diamf(B_{”i} (x_i))) ¿ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_i}. ôÏÇÄÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ”-ÛÁÒÅ ŒÏËÒÕÇ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ B_{”i} (x_i) (ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ i), ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ”-ÛÁÒÁ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÍÅÔÒ ÂÏÌØÛÅ C. úÎÁÞÉÔ, f ÎÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.11 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ Map(X; Y ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ lim_{” −→ 0} ffi(f; ”) = 0.

úÁÄÁÞÁ 8.12. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ¯ ⊂ Map(X; Y ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim_{” −→ 0} sup_{f∈�} ffi(f; ”) = 0.

úÁÄÁÞÁ 8.13 (*). ðÕÓÔØ d_{sup}(f; g) ¡ fl. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi(f; ”) ¡ ffi(g; ”) + fl.

úÁÄÁÞÁ 8.14 (*). ðÕÓÔØ {f_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ (Map(X; Y ); d_{sup}). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

lim_{” −→ 0} sup_i ffi(f_i; ”) = 0 œÏÓÐÏÌØÚoŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f_i, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ fl- ÛÁÒÅ Œ (Map(X; Y ); d_{sup}), ÞÉÓÌÁ ffi(f_i; ”) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ fl. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ sup_i ffi(f_i; ”) ¡ ffi(f_N ; ”) + fl ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ N, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, sup_i ffi(f_i; ”) ¡ fl + max_{i⩽N} ffi(f_i; ”)

ðÒÅÄÅÌ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ ” −→ 0 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ fl, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ f_i ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 8.15 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (Map(X; Y ); d_{sup}) ÐÏÌÎÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.16 (*). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ (Map(X; Y ); d_{sup}) ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ?

ëÒÉŒÁÑ ðÅÁÎÏ

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÏÔÒÅÚÏË [a; b]. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b]^f−→ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(˘a + (1 − ˘)b) = ˘f(a) + (1 − ˘)f(b), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 ¡ ˘ ¡ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÉ [a; a_1]; [a_1; a_2]; [a_2; a_3]; : : : , É f ÌÉÎÅÅÎ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÏŒ. ïÂÒÁÚ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÜÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÏÍÁÎÁÑ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] Œ ËŒÁÄÒÁÔ [0; 1] × [0; 1] ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ŒÓÅ ÓÅÇÍÅÎÔÙ ÌÏÍÁÎÏÊ f([0; 1]) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÐÒÑÍÏÊ x = y ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÏÊ x = −y.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÁ [a; a_1], ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÌÉÎÅÅÎ, f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [a; a_1] Œ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ Q, ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ Pl { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ¯, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÁÅÔ ÉÚ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ∈ Pl Ó k ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÅÇÍÅÎÔÁÍÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó 4k ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÅÇÍÅÎÔÁÍÉ:

¯ −→^¯−→ ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ¯(f) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_0; a_1; : : : ; a_k ËÏÎÃÙ ÓÅÇÍÅÎÔÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ f ÂÙÌ ÌÉÎÅÊÎÏ. ôÏÇÄÁ ¯(f) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ a_i Œ f(a_i).

2. òÁÚÏÂØÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÅÇÍÅÎÔÏŒ [a_i; a_{i+1}] ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ:

[b_{4i}; b_{4i+1}]; [b_{4i+1}; b_{4i+2}]; [b_{4i+2}; b_{4i+3}]; [b_{4i+3}; b_{4i+4}]:

¯(f) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [b_{4i}; b_{4i+1}] ÌÉÎÅÊÎÏ Œ [f(a_i); f

(_{ai+ai+1} 2 ) ], Á [b_{4i+3}; b_{4i+4}] Œ [f

(_{ai+ai+1} 2 ) ; f(a_{i+1})].

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË [f(a_i); f(a_{i+1})], É ÐÅÒÅÎÕ- ÍÅÒÕÅÍ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ: f(a_i); A; f(a_{i+1}); B. ôÏÇÄÁ ¯(f) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [b_{4i+1}; b_{4i+2}] ÌÉÎÅÊÎÏ Œ [f

(_{ai+ai+1} 2 ) ; B], Á [b_{4i+2}; b_{4i+3}] Œ [B; f

(_{ai+ai+1} 2 ) ]. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ:

úÁÄÁÞÁ 8.17. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË É ËŒÁÄÒÁÔ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ðÕÓÔØ f ∈ Pl, É ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ [f(a_i); f(a_{i+1})] ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. ôÏÇÄÁ d_{sup}(f; ¯(f)) ⩽^{k√}_2 .

úÁÄÁÞÁ 8.18. ðÕÓÔØ f ∈ Pl, É ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ [f(a_i); f(a_{i+1})] ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. ôÏÇÄÁ ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ Œ ¯(f) ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k=2.

úÁÄÁÞÁ 8.19. ðÕÓÔØ f_0 ∈ Pl, f_1 = ¯(f_0); : : : ; f_n = ¯(f_{n−1}), Á ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ Œ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ f_0, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

d_{sup}(f_n; f_{n+1}) ¡ k 2^n √ 2 úÁÄÁÞÁ 8.20 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {f_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ ÍÅÔÒÉËÅ d_{sup}.

úÁÄÁÞÁ 8.21. ðÕÓÔØ f ∈ Pl, É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÅÇÍÅÎÔÏŒ [a_i; a_{i+1}] Œ f, ÄÌÉÎÁ [f(a_i); f(a_{i+1})] ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ

æ(a_{i+1} − a_i);

ÇÄÅ æ - ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi(f; ”) ⩽ æ”, ÇÄÅ ffi(f; ”) { ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.22. ðÕÓÔØ f_0 ∈ Pl, f_1 = ¯(f_0); : : : ; f_n = ¯(f_{n−1}), É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÅÇÍÅÎ- ÔÏŒ [a_i; a_{i+1}] Œ f_0, ÄÌÉÎÁ [f(a_i); f(a_{i+1})] ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ æ(a_{i+1}−a_i). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi(f_n; ”) ⩽ æ2^n”. úÁÄÁÞÁ 8.23. ðÕÓÔØ f ∈ Pl, Á ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ [f(a_i); f(a_{i+1})] ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi(¯(f); ”) ⩽ 2^{k√}_2 + ffi(f; ”). úÁÄÁÞÁ 8.24. ðÕÓÔØ f_0 ∈ Pl, f_1 = ¯(f_0); : : : ; f_n = ¯(f_{n−1}), Á ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ Œ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ f_0, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi(f_n; ”) ⩽ 4 k 2^{n−m} √ 2 + æ2^m” (8.1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n, m (n ¿ m) úÁÄÁÞÁ 8.25. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ŒÏÚØÍÅÍ ” ¡ 2^{−2m}, n ¿ 2m. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ (8.1) ffi(f_n; ”) ⩽ 4k √ 2 + æ 2^{−m} : äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ i

ffi(f_i; ”) ⩽ max ( 4k √ 2 + æ 2^{−m}

; æ2^{2m}” ) : úÁÄÁÞÁ 8.26 (!). ðÕÓÔØ f_0 ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [0; 1=2] Œ ÏÔÒÅÚÏË [(0; 0); (1; 1)], a [1=2; 1] { Œ ÏÔÒÅÚÏË [(1; 1); (0; 0)]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {f_i} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÔÏ lim_{” −→ 0} sup_i(ffi(f_i; ”)) = 0. úÁÄÁÞÁ 8.27. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÒÃÅÌÁ-áÓËÏÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ lim f_i (Œ sup-ÍÅÔÒÉËÅ) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ P : [0; 1] −→ [0; 1] × [0; 1]. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÑ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ ðÅÁÎÏ. úÁÄÁÞÁ 8.28. îÁÊÄÉÔÅ P(q), ÇÄÅ q =^a_{2n} (a ∈ Z) { ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÄÁÞÁ 8.29. ðÕÓÔØ Q_2 { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P(Q_2) ÐÌÏÔÎÏ Œ ËŒÁÄÒÁÔÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.30 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ P { ÜÔÏ ŒÅÓØ ËŒÁÄÒÁÔ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 8.31 (!). íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ [0; 1] ÎÁ ËÕÂ? îÁ ËÕÂ Ó ŒÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ?