1. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 1: ÍÅÔÒÉËÁ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ

1.1. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R^{⩾0} ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ M - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ d : M × M −→ R^{⩾0}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ: d(x; y) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = y.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ: d(x; y) = d(y; x)

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: d(x; y) ⩽ d(x; z) + d(z; y)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y; z ∈ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ ŒÅÓØÍÁ ÔÏÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ Ï "ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ". áËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÁÌ íÏÒÉÓ æÒÅÛÅ Œ 1906-Í ÇÏÄÕ, ÎÏ ÓÁÍ ÔÅÒÍÉÎ "ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ" (metrischer Raum) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ èÁÕÓÄÏÒ- ÆÕ. óÌÏŒÏ "ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ" ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ËÁË ÓÉÎÏÎÉÍ "ÍÅÔÒÉËÅ", ÏÓÏ- ÂÅÎÎÏ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÈ ÔÉÐÁ "ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ÄÏ y". ôÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÑÔ "ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ÄÏ y Œ ÍÅÔÒÉËÅ d".

ðÒÉÍÅÒ 1.2: äÕÒÁÃËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: M ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á d(x; y) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÒÁŒÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÁËÓÉÏÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 1.3: R^n, ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d(x; y) = |x − y| - ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÁËÓÉÏÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ M; N - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œÌÏÖÅÎÉÅ M^´,→ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ « ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ: d_M (x; y) = d_N («(x); «(y)), ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ M. éÚÏÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÅÓÔØ ÂÉÅËÃÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 1 { version 1.1, 20.01.2008

Maurice Fr«echet (1878 { 1973)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ x ∈ M ÔÏÞËÁ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ïÔËÒÙÔÙÊ ›-ÛÁÒ B_ffl(x) Œ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÏÔÓÔÏ- ÑÝÉÈ ÏÔ x ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ›:

B_ffl(x) = {y ∈ M | d(x; y) < ›}

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ M - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ {¸_i} ÔÏÞÅË ÉÚ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ › > 0, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {¸_i}, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ›-ÛÁÒÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ {¸_i}, {˛_i} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ¸_0; ˛_0; ¸_1; ˛_1; ::: ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ. (äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ {¸_i} ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë x ∈ M, ÅÓÌÉ ¸_0; x; ¸_1; x; ¸_2; ::: - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ x - ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {¸_i}. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ É ÐÒÅÄÅÌÁ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÍÎÏÇÉÍ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ. œ ÛËÏÌÅ É Œ íçõ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÉÚÕÞÁÀÔ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ R, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 2 { version 1.1, 20.01.2008

óÒÅÄÉ ÐÒÏÞÅÇÏ, ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ).

(i) ðÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ).

(ii) ðÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ - ÓÎÏŒÁ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÌÀ- ÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

(iii) åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ {¸_i} ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ, ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁÑ {¸_i}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. äÉÁÍÅÔÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ M ÅÓÔØ sup_{x;y∈X} d(x; y).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ›-ÛÁÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2› (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M, É ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË y; z, Ó d(y; z) < 2›, ŒÅÒÎÏ |d(x; z) − d(y; z) < 2›; (1.1.1)

ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. éÚ (1.1.1) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ {¸_i}, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ d(x; ¸_i) - ÔÏÖÅ ëÏÛÉ: ÅÓÌÉ {¸_i} ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ›-ÛÁÒÅ, ÔÏ d(x; ¸_i) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ 2›. ðÏÈÏÖÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÄÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ {¸_i}; {˛_i}, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ {d(¸_i; ˛_i)} - ÔÏÖÅ ëÏÛÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ {¸_i}, {˛_i} ÎÅ ÜËÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙ, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ {d(¸_i; ˛_i)} ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÊ!

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ —M ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Œ M. ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÎÁ —M ÍÅÔÒÉËÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

d({¸_i}; {˛_i}) := lim d(¸_i; ˛_i):

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Œ M Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÅÍ M.

üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÕ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ, ÉÂÏ ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 3 { version 1.1, 20.01.2008

ëÏÛÉ ÉÚ Q). ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÐÅÒŒÙÅ ÐÏÑŒÉ- ÌÏÓØ Õ èÁÕÓÄÏÒÆÁ, Œ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ \Grundz-uge einer Theorie der geordneten Mengen, " (1914).

ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ŒÏÚØÍÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

{¸_i(0)}; {¸_i(1)}; {¸_i(2)}; :::

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Œ M. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏÔÙ —M, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ {˛_i} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ M ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ {¸_i(0)}, {¸_i(1)}, {¸_i(2)}, ... ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë {˛_i}. ðÅÒŒÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔ Œ ÇÏÌÏŒÕ - ŒÚÑÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛_i := ¸_i(i). üÔÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ëÏÛÉ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ. îÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ {¸_i(N)} ÎÁ ÐÏÄ- ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ¸_k(N); ¸_{k+1}(N); ¸_{k+2}(N); ::: ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 2^{−k}. ôÏÇÄÁ ¸_k(k); ¸_{k+1}(k + 1); ¸_{k+2}(k + 2); ::: ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ

2^{−k+1} + 2^{−k} + 2^{−k−1} + ::: < 2^{−k+2}

ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, {¸_i(N)} ÏÔ- ÓÔÏÉÔ ÏÔ {¸_i(i)} ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ 2^{−N+1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, {¸_i(i)} - ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌ {¸_i(0)}, {¸_i(1)}, {¸_i(2)}, ...

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 1.10: ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ d(x; y) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x ≠ y ÐÏÌÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

ðÒÉÍÅÒ 1.11: ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Q Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÅÐÏÌÎÏ, É ÅÇÏ ÐÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ { ÜÔÏ R. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ R ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ R. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÔØ R ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Œ Q, Á ÚÁÔÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÅÝÅ ÒÁÚ.

ðÒÉÍÅÒ 1.12: ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÐÏÌÎÏ (ÄÏËÁÖÉ- ÔÅ).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 4 { version 1.1, 20.01.2008

1.2. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÁÈ É ËÏÌØÃÁÈ

íÅÔÒÉËÕ ÍÏÖÎÏ ŒŒÏÄÉÔØ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ { ÇÒÕÐ- ÐÁÈ, ËÏÌØÃÁÈ, ÐÏÌÑÈ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.13. ðÕÓÔØ G - ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á d - ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ G. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x; y −→ x+y ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ (G; +; d) ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÅÓÌÉ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑ x −→ − x ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ x −→ x + g ÅÓÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÇÏ- ŒÏÒÑÔ ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÌÉ ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.14. æÕÎËÃÉÑ : G −→ R^{⩾0} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÅÓÌÉ

(i) (g) = (−g), (0) = 0.

(ii) (g) > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ≠ 0.

(iii) (g + g^′) ⩽ (g) + (g^′), ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; g^′ ∈ G.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ ÆÕÎËÃÉÑ d_˚ (x; y) := (x − y) ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ G, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ (x) := d(x; 0) (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Ó ÏÐÅ- ÒÁÃÉÅÊ ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÕÌÀ - ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ A; B ⊂ G - ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ {a + b | a ∈ A; b ∈ B} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A + B. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ ›; ›^′ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÛÁÒÅ ÒÁ- ÄÉÕÓÁ › + ›^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÐÓÔÅÊ ëÏÛÉ {a_i} {b_i}, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÓÕÍÍÙ {a_i + b_i}, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÛÁÒÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ.

æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÕÌÀ - ÜÔÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ G. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 5 { version 1.1, 20.01.2008

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.15. ðÕÓÔØ A - ËÏÌØÃÏ, Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, Á : A −→ R^{⩾0} ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ A. ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ËÏÌØÃÅ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ

(i) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ A ËÁË ÇÒÕÐÐÕ, Ó ÇÒÕÐÐÏŒÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ { ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, (g) > 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ≠ 0, (0) = 0, (g) = (−g), É (g + g^′) ⩽ (g) + (g^′).

(ii) îÏÒÍÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ: (xy) = (x)(y).

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t −→ |t|, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÅ ÎÁ Q É ÎÁ R. äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁ: (t) = 0, ÅÓÌÉ t = 0, É 1 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÎÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ xy = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ x = 0 ÉÌÉ y = 0 (ÔÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ).

ëÏÌØÃÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d_˚ (x; y) = (x − y). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Œ ÔÁËÏÍ ËÏÌØÃÅ, Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÂÒÁ- ÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÕÌÀ - ÉÄÅÁÌ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ.^1 æÁËÔÏÒ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÅÓÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ R ÐÏ ÍÅÔÒÉËÅ d_˚ . íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ ÐÏ ÍÅÔÒÉËÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ - ÓÎÏŒÁ ËÏÌØÃÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ Ó ÐÏÌÅÍ. ðÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÎÅ ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Œ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔØÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ. îÏ ËÁÖÄÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ, ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÕÌÅÊ, Á ÔÁËÉÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ ÐÏ- ÞÌÅÎÎÏ. ôÏ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÓÎÏŒÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, ÐÒÏ- ŒÅÒÑÅÔÓÑ ÚÁ 3-4 ÓÔÒÏËÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÏÌÑ Ó ÎÏÒÍÏÊ { ÜÔÏ ÐÏÌÅ. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Œ Q, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏÌÅ R.

1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I Œ ËÏÌØÃÅ A - ÜÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ Œ A, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A; ´ ∈ I ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ a´ ÌÅÖÉÔ Œ I. æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ ÎÁÄÅÌÅÎÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÌØÃÁ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ A^Œ−→ A1, ÑÄÒÏ Œ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 6 { version 1.1, 20.01.2008

1.3. ãÅÌÙÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ: ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÁ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÑ

îÁÞÉÎÁÑ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÊ ÎÁ ËÏÌØÃÁÈ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. ðÕÓÔØ x ∈ Z ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ x = p^ffx_1, ÇÄÅ x_1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, Á ¸ ∈ Z^{⩾0}. ôÏÇÄÁ p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ _p(x) ÒÁŒÎÁ p^{−ff}. ðÏÌÏÖÉÍ _p(0) = 0. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Z ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÔÁËÏÊ ÎÏÒÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z_p.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë Q, ÄÁÓÔ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Q_p, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. ìÀÂÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ Q ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ a = p^{ff m}_n , ÇÄÅ n, m ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó p, Á ¸ - ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÉ- ÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ a ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ (a) := p^{−ff}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÅ Q.

p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ, ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ: d(x; y) = (x − y). üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÉÂÏ ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔÉ:

d(x; y) ⩽ max(d(x; z); d(y; z)):

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÏ ÏÎÏ ÓÉÌØÎÅÅ. äÌÑ ÎÏÒÍÙ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

(x + y) ⩽ max((x); (y)):

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÎÏÒÍÙ.

îÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔØ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÁËÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË x; y; z, Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ a; b; c. ôÏÇÄÁ ÄŒÅ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁŒÎÙ, Á ÔÒÅÔØÑ ÍÅÎØÛÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ a ÓÁÍÁÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ. éÚ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a ⩽ max(b; c), ÐÏÜÔÏ- ÍÕ b ÉÌÉ c ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÄÌÉÎÕ, Á ÔÒÅÔØÑ ÓÔÏÒÏÎÁ (ÓÁÍÁÑ ÍÁÌÅÎØËÁÑ) ÔÁËÁÑ ÖÅ, ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÁË: ÌÀÂÏÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË Œ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, É ÅÇÏ ÏÓÎÏ- ŒÁÎÉÅ ÍÅÎØÛÅ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÒÏÎ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 7 { version 1.1, 20.01.2008

åÓÌÉ B_ffl(a) - ›-ÛÁÒ Œ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ a, Á x; y - ÄŒÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ, ÔÏ d(x; y) ⩽ max(d(x; a); d(y; a)) ⩽ ›. ðÏÜÔÏÍÕ ›- ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ B_ffl(a) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó B_ffl(a). œ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÛÁÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÏÍ.

îÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÏÌÅÚÎÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÕËÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÆÉÚÉËÅ ŒÙÓÏËÉÈ ÜÎÅÒ- ÇÉÊ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÒÓÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÒÕÎ ÒÁÚŒÉŒÁÀÔ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÙÈ (ËŒÁÎÔÏŒÙÈ) ÍÁÓÛÔÁÂÁÈ ÉÍÅÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀÓÑ Ë ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÊ.

1.4. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Ó ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÚÁÄÁÎ- ÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ , ÒÑÄ ŒÉÄÁ ∑ g_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÒÑÄ ÉÚ ÎÏÒÍ ∑ (g_i) (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ðÏÓËÏÌØËÕ (p^iz) ⩽ p^{−i}, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ z_i, ÒÑÄ

∑_∞ i=0 z_ip^i ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÃÅÌÏÍÕ p- ÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ∞∑ i=0 (z_ip^i) ⩽ ∞∑ i=0 p^{−i} = p p − 1

(ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ

1 + p + p^2 + p^3 + :::

äÒÏÂÎÏÅ ÞÉÓÌÏ^1_{1−p} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ! äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÂÕÄÕÞÉ ÕÍÎÏÖÅÎÁ ÎÁ 1 − p, ÄÁÅÔ 1 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

åÓÌÉ ÄŒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ a; b ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ›-ÛÁÒÕ, Ó 2› < p^{−i}, ÒÁÚÎÏÓÔØ a − b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^i (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). úÁÐÉÓÁŒ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ {¸_i} ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÞÔÏ ŒÒÏÄÅ 0000000000000000000000000000000000020 0000000000093275091374509172340957210 0000000000000026381637617631863181610 0000000000007927931793719279129881610 0000000000000000009812038102829881610 0000082739812739127397038102829881610 0003719237912723927397038102829881610 7213719237912723927397038102829881610

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 8 { version 1.1, 20.01.2008

éÚ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÃÉÆÒ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ: ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÏÍÅÎ- ÔÁ, ÓÔÏÉÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÃÉÆÒÁ. ðÒÅÄÅÌÏÍ ÅÅ ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÕÍÍÁ ŒÉÄÁ ∑_∞

i=0 z_ip^i, ÇÄÅ 0 ⩽ z_i ⩽ p−1 - i-Ñ ÃÉÆÒÁ Ó ËÏÎÃÁ, Œ p-ÉÞÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ¸_N , ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N.

ëÁË É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ Œ ÓÔÏÌÂÉË, ÎÅ ÚÁÂÙŒÁÑ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÐÅÒÅÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÊ ÒÅÇÉÓÔÒ. ðÒÏÄÕÍÁÊÔÅ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÓÕÍÍÕ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ p, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ nx = 1 mod p ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ v := 1 − nx. ïÞÅŒÉÄÎÏ, (v) ⩽^1_p , É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ŒÉÄÁ 1+v+v^2 +v^3 +::: ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ (1+v+v^2 +v^3 +:::)(1−v) = 1, ÉÍÅÅÍ 1 + v + v^2 + v^3 + ::: =^1_{xn} , ÐÏÜÔÏÍÕ^1_n = x + vx + v^2x + v^3x + :::. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÅ n, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ Ó p.

éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ p- ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a =^m_n , É n ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó p. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ p- ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (a) ⩽ 1. ãÅÌÙÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÜÔÏ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Œ Q_p, Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, Œ ÎÕÌÅ (ÃÅÎÔÒÏÍ ÛÁÒÁ Œ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ÔÏÞËÁ).

œ ËÏÌØÃÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÓÏŒÅÒÛÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. éÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ôÜÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ

S := ∞∑ i=0 (−1)^i(2i)!x^i (1 − 2i)(i!)^24^iN^{2i−1}

(1.4.1)

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ S^2 = N^2 + x, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. éÚ S^2 = N^2 + x É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÑÄ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ- ÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ x), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÜÔÉÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (1.4.1) Œ ËÁËÏÍ- ÎÉÂÕÄØ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÏÌÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÔÏÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ S^2 = N^2 + x.

åÓÌÉ p ÎÅÞÅÔÎÏ, É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó N,^1_{4iN 2i−1} - ÃÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. þÁÓÔÎÏÅ^{(2i)!}_{(i!)2} ÃÅÌÏÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 9 { version 1.1, 20.01.2008

ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ i-ÇÏ ÞÌÅÎÁ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

(_i) ⩽ ( x^i 1 − 2i ) ⩽ (1 − 2i)p^{−i}: (1.4.2)

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( 1 k ) ⩽ k ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k; ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1.4.2), É ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ∑ (2i − 1)p^{−i} (ÄÏËÁÖÉÔÅ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ (1.4.1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ËÏÌØÃÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ÎÅ- ÞÅÔÎÏÇÏ p, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ N^2 + x, ÇÄÅ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, Á N ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó p.

úÁÄÁÞÁ 1.17. ëÁËÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ Œ Z_p? á ËÁ- ËÉÅ - Œ Q_p?

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÌÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ (Hensel’s lemma) ÕÔŒÅÒÖÄÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÉÄÁ P (x) = 0 Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ Z_p, ÅÓÌÉ P (a) = 0 mod p ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a, É P^′(a) ≠ 0 mod p. úÄÅÓØ P^′ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . ìÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

P (a_i) = 0 mod p^{i+1}; a_i − a_{i−1} = 0 mod p^i:

úÁÄÁÞÁ 1.18. äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ çÅÎÚÅÌÑ.

p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚÏÂÒÅÌ Œ 1897 ÇÏÄÕ ëÕÒÔ çÅÎÚÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÕ- ËÏŒÏÄÓÔŒÏŒÁÌÓÑ ÉÄÅÑÍÉ ëÕÍÍÅÒÁ. çÅÎÚÅÌØ, ÕÞÅÎÉË ëÒÏÎÅËÅÒÁ, ÂÙÌ ŒÎÕ- ËÏÍ ÓÅÓÔÒÙ ËÏÍÐÏÚÉÔÏÒÁ íÅÎÄÅÌØÓÏÎÁ. ïÎ ÎÁÄÅÑÌÓÑ, ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ p- ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÅÛÁÔØ ŒÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, É ÎÅÍÁÌÏ ÒÅÛÉÌ ÉÈ. œÐÒÏÞÅÍ, ÍÅÔÒÉËÁ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÁ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÁ çÅÎÚÅÌÀ É ÅÇÏ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÉËÁÍ.

çÅÎÚÅÌØ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Œ Z_p; ÉÚÕÞÁÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍ- ÍÕ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÏÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÛÉÂÏÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, çÅÎÚÅÌØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÌ e^p ËÁË ÓÕÍÍÕ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ, É ŒÙŒÅÌ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÒÁÎÓ- ÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ e.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 10 { version 1.1, 20.01.2008

Kurt Hensel (1861 { 1941)

p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ ËÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÏ ÎÅ ÐÏÎÑÔÙ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ 1910-È ÇÏÄÏŒ, ËÏÇÄÁ æÒÅÛÅ É òÉÓÓ (Riesz) ÉÚÏÂÒÅÌÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÏÂÏÓÎÏŒÁŒ ÎÅÑÓÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ çÅÎÚÅÌÑ.

œ 1912-Í ÇÏÄÕ, ŒÅÎÇÅÒÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË êÏÖÅÆ ëÀÒÛÁË (J«ozsef K-ur-sch«ak, 1864 - 1933) ÉÚÏÂÒÅÌ ŒÁÌÀÁÃÉÉ (ÎÏÒÍÙ) ÎÁ ËÏÌØÃÅ, ÏÂÏÂÝÉŒ p- ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÎÏÒÍÙ. œ 1917-Í ÇÏÄÕ, áÌÅËÓÁÎÄÒ íÁÒËÏŒÉÞ ïÓÔÒÏŒÓËÉÊ (1893-1986), ÕÞÅÎÉË çÅÎÚÅÌÑ, ÄÁÌ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÎÏÒÍ ÎÁ ÐÏÌÅ Q. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÐÏÌÅ Q ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ) É ÏÂÙÞÎÏÊ (ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ) ÎÏÒÍÏÊ. îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ïÓÔÒÏŒÓËÏÇÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ.

1.5. âÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ - ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ËÕÒÓÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ôÅÏÒÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÍÎÏÇÉÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ËÕÒÓÏŒ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, úÏÒÉÞÁ, ìÏÒÁÎÁ ûŒÁÒÃÁ, É ëÉÒÉÌÌÏŒÁ-çŒÉÛÉÁÎÉ; ÔÁËÖÅ ÉÈ ÉÚÕÞÁÀÔ Œ ÍÁÔÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÄ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊ- ÎÏ ŒÁÖÎÙ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. œ. ó. œÌÁÄÉÍÉÒÏŒ É ÅÇÏ ÓÏÁŒÔÏÒÙ ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÍÎÏÇÏ ÔÒÕÄÏŒ Ï ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Œ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÒÕÎ.

œÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÎÉÖËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÇÏÄÉÔØÓÑ.

• ëÏÂÌÉÃ î., p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ, p-ÁÄÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË- ÃÉÉ, - í.: íÉÒ, 1982.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 11 { version 1.1, 20.01.2008

• óÅÒÒ, ö.-ð., ëÕÒÓ áÒÉÆÍÅÔÉËÉ, - í.: íÉÒ, 1972,

http://ega-math.narod.ru/Books/Arithm.htm

• ëÉÒÉÌÌÏŒ á.á., çŒÉÛÉÁÎÉ á.ä. ôÅÏÒÅÍÙ É ÚÁÄÁÞÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏ- ÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, - í.: îÁÕËÁ, 1979

• üÌÅËÔÒÏÎÎÁÑ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ ÐÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÁÍ:

http://www.fen.bilkent.edu.tr/ franz/LN/LN-padic.html

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 12 { version 1.1, 20.01.2008

2. ìÅËÃÉÑ 2: ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ

2.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÎÎÙ- ÍÉ ÎÁÄ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á : V −→ R^{⩾0} ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ V , ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ: (v) > 0, ÅÓÌÉ v ≠ 0, îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: (v + v^′) ⩽ (v) + (v^′). éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ: (–v) = |–|(v), ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v, v^′ ∈ V , É ÌÀÂÏÇÏ – ∈ R. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (0) = 0, É (−x) = (x). ðÏÜÔÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ V . ðÒÉÍÅÒ 2.2:

• V = R^n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = (x_1; x_2; :::; x_n) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ |v|_L∞ := max |x_i|:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ.

• V = R^n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = (x_1; x_2; :::; x_n) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ |v|_L1 := ∑ |x_i|:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ.

• V = R^n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = (x_1; x_2; :::; x_n) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ |v|_L2 := √∑ x^2_i :

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 13 { version 1.1, 20.01.2008

• îÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÏÒÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ: x −→ c|x|.

îÏÒÍÁ | · |_L2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÊ, ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒ- ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ. œ ÎÅÒÕÓÓËÏÑÚÙÞ- ÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÏÎÏ ÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ-ûŒÁÒÃÁ (Cauchy-Schwarz inequality). þÔÏÂ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ŒÏÚØÍÅÍ ÄŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ, ÎÅ- ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ x; y Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g; ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ | · |_L2 ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ √ g(x; x) + √ g(y; y) ⩾ √ g(x + y; x + y):

œÏÚŒÅÄÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ Œ ËŒÁÄÒÁÔ É ÒÁÓËÒÙŒ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ: √ g(x; x)g(y; y) ⩾ g(x; y): (2.1.1)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ g(x − –y; x − –y) > 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ P (–) := g(x; x) − 2–g(x; y) + –^2g(y; y);

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ. úÎÁÞÉÔ, ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ D = g(x; y)^2 − g(x; x)g(y; y) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (2.1.1).

œÉËÔÏÒ ñËÏŒÌÅŒÉÞ âÕÎÑËÏŒÓËÉÊ (1804-1889)

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 14 { version 1.1, 20.01.2008

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ x; y, ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ g ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ g((x_1; x_2); (y_1; y_2)) = x_1y_1 + x_2y_2. ôÏÇÄÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ) g(x; y) = |x||y| cos ¸ ⩽ |x||y| = √ g(x; x)g(y; y) ÇÄÅ ¸ ÅÓÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ~x É ~y.

îÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d_˚ (x; y) = (x − y):

ôÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ, ÐÏÌÅÊ, ÇÒÕÐÐ É Ô. Ä. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ Z, Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË [x; y] ÃÅÌÉËÏÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.4: ðÕÓÔØ - ÎÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ B_1(0) := {x ∈ V (x) < 1} ŒÙÐÕËÌÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [x; y] { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ –x + (1 − –)y, ÇÄÅ 0 ⩽ – ⩽ 1 - ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ. œÙÐÕËÌÏÓÔØ ÛÁÒÁ B_1(0) ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ (–x + (1 − –)y) < 1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (x) < 1; (y) < 1, É – ∈ [0; 1]. œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ, ÉÍÅÅÍ (–x + (1 − –)y) ⩽ (–x) + ((1 − –)y) ⩽ –(x) + (1 − –)(y) ⩽ 1 (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (x) < 1; (y) < 1).

åÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ ÎÏÒÍÁÈ | · |_L1 , | · |_L∞ , | · |_L2 , ÌÅÇËÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ (ÄÌÑ R^2), É ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÅÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 15 { version 1.1, 20.01.2008

ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ R^2

Œ L^1-ÎÏÒÍÅ Œ L^∞-ÎÏÒÍÅ

Œ L^2-ÎÏÒÍÅ (ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ)

åŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ ŒÙÄÅÌÅÎÁ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÏÞÉÈ ÔÅÍ, ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÊ ÓÁÍÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ (É ÄÁÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ), ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ "ÒÁÚÍÅÒ" (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ) ÇÒÕÐ- ÐÙ. îÏ ÄÁÖÅ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ ŒÙÛÅ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Õ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Œ | · |_L2 ÎÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, É ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ (ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ (ÐÅÒÅŒÏÄÑ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ Œ ÌÀÂÕÀ), Á Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÄÌÑ | · |_L1 É | · |_L∞ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÇÌÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

îÏÒÍÙ L^1, L^2, L^∞ - ÞÁÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏÒÍ ÎÁ R^n, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ v = (x_1; :::x_n) - ÔÏÞËÁ R^n, Á p ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, p ⩾ 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ L^p-ÎÏÒÍÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

|v|_Lp :=^p √∑ |x_i|^p:

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ; ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÏ.

äÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ í), ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ L^p-ÎÏÒÍÙ, ÄÌÑ p ⩾ 1,

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 16 { version 1.1, 20.01.2008

ÆÏÒÍÕÌÏÊ

|f|_Lp =^p √∫ M |f|^p: É |f|_L∞ = sup_M f

óÕÐÒÅÍÕÍ |f| ËÏÎÅÞÅÎ, É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ |f|^p ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (É ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ), Á ÚÎÁÞÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ L^1, L^2 É L^∞-ÎÏÒÍÙ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

2.2. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÌÉ ŒÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ).

(i) ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ›-ÛÁÒÏŒ

(ii) ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ z ∈ Z, Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ›-ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ {z_i} - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË Œ ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (M; d). íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ z_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë z, ÅÓÌÉ lim i −→ ∞

d(z_i; z) = 0

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ (M_1; d_1) É (M_2; d_2) - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, Á f : M_1 −→ M_2 - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ).

(i) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÅÄÅÌÙ: ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {z_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë z, ÔÏ {f(z_i)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(z).

(ii) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ z ∈ M É ËÁÖÄÏÇÏ › > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ‹ > 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÉÚ d_1(x; z) < ‹ ÓÌÅÄÕÅÔ d_2(f(x); f(z)) < ›.

(iii) ðÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ.

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 17 { version 1.1, 20.01.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.8. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÐÅ- ÒÅŒÏÄÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q^Œ−→ {0; 1}, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ > √ 2 Œ 1, Á ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÍÅÎØÛÅ √ 2 Œ 0. ïÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ {0; 1} 4 ÛÔÕËÉ: {0}, {1}, ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ŒÓÅ {0; 1}; ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔËÒÙÔ.

ðÒÉÍÅÒ 2.9: ðÕÓÔØ z - ÔÏÞËÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M. ôÏÇÄÁ x^{dz}−→ d(z; x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ M Œ R Ó ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d_z(x) − d_z(y) ⩽ d(x; y).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÅÍÕ ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äŒÅ ÎÏÒÍÙ É ^′ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (V; ) −→ (V; ^′).

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (V; ) −→ (V; ^′) ÚÎÁ- ÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Œ ÎÏÒÍÅ ^′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Œ ÎÏÒÍÅ . åÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÒ ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ r, ŒÔÏÒÏÊ ÛÁÒ - ÒÁÄÉÕÓ s, ÔÏ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Œ (V; ^′) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ s=r Œ ÎÏÒÍÅ . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÚ ^′(x) ⩽ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ (x) ⩽ s=r. üÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÕ:^{˚(x)}_{˚′(x)} ⩽^s_r . éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ (V; ^′) −→ (V; ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, Ó ÄÒÕÇÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.11: ðÕÓÔØ É ^′ - ÎÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . üÔÉ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÉÓÌÁ C_1, C_2, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ C_1(È) ⩽ ^′(x) ⩽ C_2(x): (2.2.1)

äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.12: îÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 18 { version 1.1, 20.01.2008

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍ L^1, L^2, L^∞ ÎÁ R^2 ŒÐÏÌÎÅ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÁ ÉÚ ÞÅÒÔÅÖÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ (ÓÍ. ŒÙÛÅ).

ðÕÓÔØ - ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ V = R^n, |·|_L1 - L^1-ÎÏÒÍÁ, Á x_1; :::; x_n - ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V . œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(z) ⩽ ∑ i |–_i|(x_i) ⩽ max_i (x_i) ∑ i |–_i| = C|z|_L1

ÇÄÅ z = ∑ i –_ix_i, Á C = max_i (x_i). üÔÏ ÄÁÅÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ (2.2.1), ÎÕÖÎÙÈ ÄÌÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V; | · |_L1 )^{Id}−→ (V; ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÐÒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ Ñ ÒÁÓÓËÁÖÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅËÃÉÊ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ) ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. úÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÅ ÄÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏ. éÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ R^n ÓÏ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ËÁÖÄÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ^1 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÁËÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ. íÙ ÐÅÒÅÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅËÃÉÊ.

æÕÎËÃÉÑ : V −→ R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ (ðÒÉÍÅÒ 2.9). œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ (V; | · |_L1 )^{Id}−→ (V; ) ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ V Ó L^1-ÍÅÔÒÉËÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ C_1 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ.^2 ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ, C_1 ÔÏÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (v) ⩾ C_1|v|_L1 . îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (v) ⩾ C|v|_L1 ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÞÕÔØ ŒÙÛÅ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍ ÎÁ V .

2.3. œÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÎÏÒÍÁ

ðÕÓÔØ V - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÍ, Á B - ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, B ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ (ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ

1ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÉÔ "ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÒÅ".

2îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ L^1-ÍÅÔÒÉËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒ-ÏËÔÁÜÄÒÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÃÅÎÔÒÁÈ ÇÒÁÎÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 19 { version 1.1, 20.01.2008

ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÛÁÒÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ), ÏÔËÒÙÔÏÅ, ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÏÒÍÕ. ôÅÏÒÅÍÁ 2.13: ðÕÓÔØ V - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á B - ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ, ŒÙÐÕËÌÏÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ V . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ B ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ B ÔÏÞËÁ −v ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ B. ôÏÇÄÁ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÛÁÒÏÍ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÏÒÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A; B ⊂ V , ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ A + B ⊂ V ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ a + b, a ∈ A; b ∈ B. äÌÑ – ∈ R, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ –A ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ –a, a ∈ A.

œÙÐÕËÌÏÓÔØ B ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ –B + (1 − –)B ⊂ B, ÇÄÅ – ∈ [0; 1] ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ 1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ B ÍÙ ÉÍÅÅÍ ¸B + ˛B ⊂ (¸ + ˛)B.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ _B : V −→ R ÆÏÒÍÕÌÏÊ

B (x) := inf_æ {ȷ > 0 | x ∈ ȷB}

ðÏÓËÏÌØËÕ B ÏÔËÒÙÔ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ 0, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÕÓÔÏ, Á ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ - ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x, _B (x) ≠ 0. õÓÌÏŒÉÅ _B (–x) = |–|_B (x) ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ¸B +˛B ⊂ (¸+˛)B. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x; y ÔÁËÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ, ÞÔÏ x ∈ (¸ + ›)B É y ∈ (˛ + ›)B. ôÏÇÄÁ x + y ∈ (¸ + ˛ + 2›)B. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ › > 0, ÉÚ _B (x) = ¸, _B (y) = ¸ ÓÌÅÄÕÅÔ (x + y) ⩽ ¸ + ˛ + 2›. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÎÏÒÍÕ _B ÐÏ ŒÙÐÕËÌÏÍÕ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ, ÏÔËÒÙÔÏÍÕ, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ B. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ _B ÜÔÏ É ÅÓÔØ B.

2.4. éÓÔÏÒÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

ïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÉÌÉÞÎÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÁÎÁÌÉÚÁ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ÄŒÕÈÔÏÍÎÙÊ "áÎÁÌÉÚ" ìÏÒÁÎÁ ûŒÁÒÃÁ É ÕÞÅÂÎÉË úÏÒÉÞÁ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÄÏËÁÚÁÌ ïÇÀÓÔÅÎ ëÏÛÉ (Augustin Cauchy) Œ 1821-Í ÇÏÄÕ. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÌ œÉËÔÏÒ ñËÏŒÌÅŒÉÞ âÕ- ÎÑËÏŒÓËÉÊ, Œ 1859-Í; Œ 1888-Í ÒÅÚÕÌØÔÁÔ âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÐÅÒÅÄÏËÁÚÁÌ çÅÒ- ÍÁÎ ûŒÁÒÃ (Hermann Amandus Schwarz), ÕÞÅÎÉË œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏŒÁÔÅÌÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, Œ ÞÅÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚŒÁÎÁ ÌÅÍÍÁ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 20 { version 1.1, 20.01.2008

ûŒÁÒÃÁ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ûŒÁÒÃÁ, É ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ŒÅÝÅÊ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÂÒÅÌ æÒÅÛÅ, Œ ÅÇÏ ÄÉÓÓÅÒ- ÔÁÃÉÉ 1906-ÇÏ ÇÏÄÁ. œ 1909-Í ÇÏÄÕ, æÒÉÄØÅÛ òÉÓÓ (Frigyes Riesz) ÏÂ- ÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, É ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏ- ÎÑÔÉÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ. åÇÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ ÂÙÌÁ ÎÅÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÎÏ Œ 1914-Í ÇÏÄÕ èÁÕÓÄÏÒÆ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ \Grundz-uge einer Theorie der geordneten Mengen," ÇÄÅ ÒÁÚŒÉÌ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÏŒÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ.

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÉÄÅÉ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁ- ÒÕÖÉÔØ Œ ÅÇÏ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÈ É ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÙÈ Œ ËÏÎÃÅ XIX ŒÅËÁ ÐÏÄ ÐÓÅŒÄÏÎÉÍÏÍ ðÏÌ íÏÎÇÒÅ (Paul Mongr«e).

ôÅÒÍÉÎ "ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ" ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ æÒÅÛÅ. íÅ- ÔÒÉËÁ L^p ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ òÉÓÓÏÍ, Œ 1910-Í ÇÏÄÕ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ É ÄÅÔÁÌØÎÏ ÉÓÓÌÅ- ÄÏŒÁÌ âÁÎÁÈ Œ ÎÁÞÁÌÅ 1920-È ÇÏÄÏŒ.

Stefan Banach (1892 { 1945)

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 1-2 { 21 { version 1.1, 20.01.2008