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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M - ìíîæåñòâî.Ìåòðèêîé íà M íàçûâàåòñÿ ôóíê-

öèÿ d : M ×M −→ R>0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

Íåâûðîæäåííîñòü: d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y.

Ñèììåòðè÷íîñòü: d(x, y) = d(y, x)

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y)

äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y, z ∈ M .

Ìåòðèêà - ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ èíòóèòèâíîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ î ¾ðàññòîÿíèè¿
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îïðåäåëåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

äàë Ìîðèñ Ôðåøå â 1906-ì ãîäó.

Maurice Fr�echet

(1878 � 1973)

3



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü x ∈ M òî÷êà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îòêðû-

òûé ε-øàð Bε(x) â ñ öåíòðîì â x - ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, îòñòîÿùèõ îò

x ìåíüøå, ÷åì íà ε:

Bε(x) = {y ∈ M | d(x, y) < ε}

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {αi} òî÷åê èç M íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñ-

ëè äëÿ êàæäîãî ε > 0, âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αi}, êðîìå
êîíå÷íîãî ÷èñëà, ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì ε-øàðå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Êîøè {αi}, {βi} íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
α0, β0, α1, β1, ... ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

Íå ïóòàòü ñî ñõîäèìîñòüþ!

Âñå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè, íî íå

âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè ñõîäÿòñÿ.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {αi} òî÷åê èç M ñõîäèòñÿ ê x ∈ M , åñëè â ëþáîì ε-øàðå Bε(x)

ñîäåðæàòñÿ âñå ÷ëåíû {αi}, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå òàê-

æå ãîâîðÿò, ÷òî x - ýòî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αi}. Ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Êîøè åñòü ïðåäåë.

Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè è ïðåäåëîâ:

1. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè - ñíîâà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Êîøè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ýêâèâàëåíòíà ëþáîé ñâîåé

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2. Åñëè ïåðåñòàâèòü ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {αi} ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì, ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, ýêâèâàëåíòíàÿ {αi}.

3. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíñòâåííûé, åñëè ñóùåñòâóåò.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïîïîëíåíèå.

Îïðåäåëåíèå: Äèàìåòð ìíîæåñòâà X ⊂ M åñòü supx,y∈X d(x, y).

Äèàìåòð ε-øàðà íå áîëüøå 2ε.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {αi}, è ëþ-

áîãî x ∈ M , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {d(x, αi)} � ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Êîøè â R.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè {αi}, {βi}, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {d(αi, βi)} � òîæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

Ýòî çàäàåò ìåòðèêó íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé Êîøè.

Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé Êîøè â M ñ ìåòðèêîé, îïðåäåëåííîé âûøå, íàçûâàåòñÿ

ïîïîëíåíèåì M.

Òåîðåìà: Ïîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ìåòðèêè íà àáåëåâûõ ãðóïïàõ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M, N - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Âëîæåíèå M
ι

↪→
N íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì, åñëè ι ñîõðàíÿåò ðàññòîÿ-

íèÿ: dM(x, y) = dN(ι(x), ι(y)), äëÿ ëþáûõ x, y ∈ M . Èçîìåòðè÷íûå ïðî-

ñòðàíñòâà - ïðîñòðàíñòâà, ìåæäó êîòîðûìè åñòü áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ

ðàññòîÿíèÿ.

Îïðåäåëåíèå:

Ïóñòü G - àáåëåâà ãðóïïà, à d - ìåòðèêà íà G. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

îáîçíà÷åíèå x, y −→ x+y äëÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè â àáåëåâûõ ãðóïïàõ. Ãî-

âîðÿò, ÷òî (G,+, d) ìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà, åñëè îïåðàöèÿ x−→ − x âçÿòèÿ

îáðàòíîãî ýëåìåíòà åñòü èçîìåòðèÿ, è îïåðàöèÿ x−→ x + g åñòü èçî-

ìåòðèÿ äëÿ ëþáîãî g ∈ G. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò ÷òî ìåòðèêà

ñîãëàñîâàíà ñ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé, èëè ÷òî ìåòðèêà èíâàðèàíòíà.

¾Ãðóïïà ñ èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé äåéñòâóåò ñàìà íà ñåáå èçîìåòðèÿìè¿
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Çàäàíèå èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê ÷åðåç íîðìó

Îïðåäåëåíèå:

Ôóíêöèÿ ν : G−→ R>0 íàçûâàåòñÿ íîðìîé íà ãðóïïå åñëè

(i) ν(g) = ν(−g), ν(0) = 0.

(ii) ν(g) > 0 äëÿ ëþáîãî g 6= 0.

(iii) ν(g + g′) 6 ν(g) + ν(g′), äëÿ ëþáûõ g, g′ ∈ G.

Äëÿ ëþáîé íîðìû ν ôóíêöèÿ dν(x, y) := ν(x − y) çàäàåò ìåòðèêó íà G,

ñîãëàñîâàííóþ ñ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé.

Îáðàòíîå òîæå âåðíî: âñå èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà G ìîãóò áûòü ïîëó-

÷åíû òàêèì îáðàçîì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïîïîëíåíèå ãðóïïû ñ èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé

Ïóñòü A, B ⊂ G - ïîäìíîæåñòâà â ãðóïïå. Ìíîæåñòâî âñåõ ñóìì âèäà

{a + b | a ∈ A, b ∈ B} îáîçíà÷àåòñÿ A + B.

Ñóììà äâóõ øàðîâ ðàäèóñà ε, ε′ ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà ε + ε′.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè â ìåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñ

îïåðàöèåé ïî÷ëåííîãî ñëîæåíèÿ îáðàçóåò ãðóïïó, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Êîøè, ýêâèâàëåíòíûå íóëþ - ïîäãðóïïó ýòîé ãðóïïû.

Ôàêòîðãðóïïîé áóäåò ïîïîëíåíèå G.

Ïîïîëíåíèå G � ñíîâà ìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà.

9



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íîðìèðîâàíèÿ íà êîëüöå

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü A - êîëüöî, ñ àññîöèàòèâíûì, êîììóòàòèâíûì óìíî-

æåíèåì, à ν : A−→ R>0 ôóíêöèÿ íà A. ν íàçûâàåòñÿ íîðìîé (èëè íîð-

ìèðîâàíèåì) åñëè

1. ν � ýòî íîðìà íà ãðóïïå A ïî ñëîæåíèþ

2. ν ìóëüòèïëèêàòèâíà: ν(xy) = ν(x)ν(y)

Ïðèìåð íîðìû: t−→ |t| íà Q, R èëè C.

Ïðèìåð íîðìû: ν(t) = 0, åñëè t = 0, è 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îíà

ìóëüòèïëèêàòèâíà íà ëþáîì êîëüöå áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Êîëüöî ñ íîðìîé íàäåëåíî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé, ïîñòðîåííîé ïî ôîð-

ìóëå dν(x, y) = ν(x− y).

Ïîïîëíåíèå êîëüöà ïî ýòîé ìåòðèêå - ñíîâà êîëüöî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

p-àäè÷åñêèå ÷èñëà.

Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî p.

Îïðåäåëåíèå:

Ïóñòü x ∈ Z ïðåäñòàâèìî â âèäå x = pαx1, ãäå x1 íå äåëèòñÿ íà p, à α ∈ Z>0.

Òîãäà p-àäè÷åñêàÿ íîðìà ν(x) ðàâíà p−α. Ïîëîæèì òàêæå ν(0) = 0.

Ïîïîëíåíèå Z îòíîñèòåëüíî òàêîé íîðìû íàçûâàåòñÿ êîëüöîì öåëûõ

p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, îáîçíà÷àåòñÿ Zp.

Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïðèìåíåííàÿ ê Q, äàñò ïîïîëíåíèå Qp, êîòîðîå

íàçûâàåòñÿ ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a ∈ Q
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå a = pαm

n , ãäå n, m âçàèìíî ïðîñòû ñ p, à α -

öåëîå ÷èñëî, îäíîçíà÷íî çàäàííîå ðàçëîæåíèåì ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ

a íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Îïðåäåëèì ν(a) := p−α.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íåàðõèìåäîâû ìåòðèêè

p-àäè÷åñêàÿ ìåòðèêà íåàðõèìåäîâà:

d(x, y) 6 max(d(x, z), d(y, z)).

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò àêñèîìà òðåóãîëüíèêà, íî îíî ñèëüíåå.

Ãåîìåòðè÷åñêè, íåàðõèìåäîâîñòü çíà÷èò ñëåäóþùåå: ëþáîé òðåóãîëü-

íèê â íåàðõèìåäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíîáåäðåííûé, è åãî îñíî-

âàíèå ìåíüøå äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.

ε-øàð ñ öåíòðîì â ëþáîé òî÷êå Bε(a) ñîâïàäàåò ñ Bε(a). Â íåàðõèìåäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå, ëþáàÿ òî÷êà øàðà ÿâëÿåòñÿ åãî öåíòðîì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Àðèôìåòèêà p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë

Â ëþáîé ãðóïïå ñ èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé, çàäàííîé íîðìîé ν, ðÿä âèäà∑
gi ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä èç íîðì

∑
ν(gi).

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë zi, ðÿä
∑∞

i=0 zip
i

ñõîäèòñÿ ê öåëîìó p-àäè÷åñêîìó ÷èñëó.

Â ÷àñòíîñòè,

1

1− p
= 1 + p + p2 + p3 + ...

öåëîå p-àäè÷åñêîå.

Åñëè äâà öåëûõ ÷èñëà a, b ïðèíàäëåæàò ε-øàðó, ñ 2ε < p−i, ðàçíîñòü a− b
äåëèòñÿ íà pi. Ïîýòîìó èõ çàïèñè â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñîâïàäàþò
âïëîòü äî i-ãî çíàêà.

Çàïèñàâ ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {αi} öåëûõ ÷èñåë â p-è÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü öèôð ñòàáèëèçèðóåòñÿ: íà i-ì ìåñòå, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìî-

ìåíòà, ñòîèò îäíà è òà æå öèôðà.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Àðèôìåòèêà p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë (ïðîäîëæåíèå)

Ïðåäåëîì ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {αi} áóäåò ñóììà âèäà
∑∞

i=0 zip
i,

ãäå 0 6 zi 6 p − 1 - i-ÿ öèôðà ñ êîíöà, â p-è÷íîì ïðåäñòàâëåíèè αN , äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N .

Ëþáîå öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî çàïèñûâàåòñÿ êàê â p-è÷íîé ñèñòå-

ìå ñ÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öèôð, áåñêîíå÷íîé âëåâî.

. . .5402510251025410251405150162126161611102002020315610310

p-àäè÷åñêèå ÷èñëà ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü â ñòîëáèê, íå

çàáûâàÿ ïåðåíîñèòü ïåðåïîëíåíèå â ñëåäóþùèé ðåãèñòð.

Äëÿ êàæäîãî n, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, óðàâíåíèå nx = 1 mod p èìååò öåëîå

ðåøåíèå. Ïóñòü y := 1− nx. Î÷åâèäíî, ν(y) 6 1
p. Ñóììà âèäà 1 + y + y2 +

y3+ ... ñõîäèòñÿ ê 1
xn. Ïîýòîìó

1
n = x+ yx+ y2x+ y3x+ .... Òàêèì îáðàçîì,

â êîëüöå öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë îïðåäåëåíî äåëåíèå íà ëþáîå

n, âçàèìíî ïðîñòîå ñ p.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Öåëûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà.

Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a ∈ Q ÿâëÿåòñÿ öåëûì p-àäè÷åñêèì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà a = m
n , è n âçàèìíî ïðîñòî ñ p.

Öåëûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà ýòî øàð ðàäèóñà 1 â Qp, ñ öåíòðîì â ëþáîì

öåëîì ÷èñëå, íàïðèìåð, â íóëå (öåíòðîì øàðà â íåàðõèìåäîâîì ìåòðè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ åãî òî÷êà).
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Âû÷èñëåíèå
√

N2 + x â Zp.

Ïóñòü p íå÷åòíîå, âçàèìíî ïðîñòîå ñ N , à x äåëèòñÿ íà p. Ðÿä Òýéëîðà

äëÿ
√

N2 + x √
N2 + x =

∞∑
i=0

(−1)i(2i)!xi

(1− 2i)(i!)24iN2i−1

ñõîäèòñÿ â Zp, è åãî ñóììà ðàâíà
√

N2 + x.

Ëåììà Ãåíçåëÿ: Ëþáîå ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà P (x) = 0 ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ðåøåíèå â Zp, åñëè P (a) = 0 mod p äëÿ

êàêîãî-òî öåëîãî ÷èñëà a, è P ′(a) 6= 0 mod p.

Ëåììà Ãåíçåëÿ äîêàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî, ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

âèäà

P (ai) = 0 mod pi+1, ai − ai−1 = 0 mod pi.
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p-àäè÷åñêèå ÷èñëà èçîáðåë â 1897 ãîäó Êóðò Ãåíçåëü.

Kurt Hensel

(1861 � 1941)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå:

Ïóñòü V - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, à ν : V −→ R>0 ôóíêöèÿ ñî

çíà÷åíèÿìè â íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ. ν íàçûâàåòñÿ íîðìîé íà V , åñëè
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Íåâûðîæäåííîñòü: ν(x) > 0, åñëè x 6= 0,

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: ν(x + x′) 6 ν(x) + ν(x′).

Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ãîìîòåòèè: ν(λx) = |λ|ν(x),

äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ V , è ëþáîãî λ ∈ R. Â òàêîé ñèòóàöèè V íàçûâàåòñÿ

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â òàêîé ñèòóàöèè ν ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ãðóïïå V ïî ñëîæåíèþ.

Íîðìà çàäàåò ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå V , ñòàíäàðòíîé ôîðìóëîé.
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Ïðèìåðû íîðìû

1. V = Rn. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà z = (x1, x2, ..., xn) îïðåäåëèì

|z|L∞ := max |xi|.

2. V = Rn. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà z = (x1, x2, ..., xn) îïðåäåëèì

|z|L1 :=
∑

|xi|.

3. V = Rn. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà z = (x1, x2, ..., xn) îïðåäåëèì

|z|L2 :=

√∑
x2

i .

4. Íà îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íîðìà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíî-

æåíèÿ íà ÷èñëî:

x−→ c|x|.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû íàçûâàåòñÿ íåðàâåí-

ñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Âîçüìåì äâà íåíóëåâûõ, íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà x, y â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì g.

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò èç√
g(x, x) +

√
g(y, y) >

√
g(x + y, x + y)

.

Ýòî ðàâíîñèëüíî
√

g(x, x)g(y, y) > g(x, y).

Èç g(x− λy, x− λy) > 0 ñëåäóåò, ÷òî ÷òî êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì

P (λ) := g(x, x)− 2λg(x, y) + λ2g(y, y),

èìååò îòðèöàòåëüíûé äèñêðèìèíàíò D = g(x, y)2 − g(x, x)g(y, y).

20



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òàêæå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû

g(x, y) = |x||y| cosα 6 |x||y| =
√

g(x, x)g(y, y).

Âèêòîð ßêîâëåâè÷ Áóíÿêîâñêèé

(1804-1889)
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Âûïóêëûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå: Îòðåçîê [x, y] â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ìíîæå-

ñòâî òî÷åê âèäà λx + (1− λ)y, ãäå 0 6 λ 6 1 - âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå: Ïîäìíîæåñòâî Z âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ

âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ Z, Z ñîäåðæèò îòðåçîê [x, y]

öåëèêîì.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü ν - íîðìà íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà åäè-

íè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå

B1(0) := {x ∈ V ν(x) < 1}

âûïóêëûé.
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åäèíè÷íûé øàð â R2

â L1-íîðìå â L∞-íîðìå

â L2-íîðìå (åâêëèäîâîé)
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Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå:

Ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îòêðû-

òûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì (îòêðûòûõ) ε-øàðîâ.

Îïðåäåëåíèå:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi} ñõîäèòñÿ ê z, åñëè lim
i−→∞

d(zi, z) = 0

Îïðåäåëåíèå:

Ïóñòü f : M1 −→M2 � îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îíî íà-

çûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè âåðíû ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíûå óñëîâèÿ.

1. Îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò ïðåäåëû: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi}
ñõîäèòñÿ ê z, òî {f(zi)} ñõîäèòñÿ ê f(z).

2. Ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò.
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Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ (ïðîäîëæåíèå).

Êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíà.

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íå îáÿçàíî ïåðåâîäèòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè Êîøè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè.

Ïóñòü z - òî÷êà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M . Òîãäà x
dz−→ d(z, x) ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì èç M â R ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé.

Äåéñòâèòåëüíî, dz(x)− dz(y) 6 d(x, y).

Îïðåäåëåíèå:

Îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì,

åñëè îíî íåïðåðûâíî, áèåêòèâíî, è îáðàòíîå åìó òîæå íåïðåðûâíî.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì.

Îïðåäåëåíèå: Äâå íîðìû ν è ν′ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (V, ν)−→ (V, ν′)
ýòî ãîìåîìîðôèçì.

Óòâåðæäåíèå:

Ïóñòü ν è ν′ - íîðìû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ýòè íîðìû ýêâèâà-

ëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ÷èñëà C1, C2,

òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ V âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

C1ν(x) 6 ν′(x) 6 C2ν(x).

Òåîðåìà:

Íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Ïóñòü z =
∑

i λixi, à xi - áàçèñ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà

ν(z) 6
∑
i

|λi|ν(xi) 6 max
i

ν(xi)
∑
i

|λi| = C|z|L1

ãäå C = maxi ν(xi).
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Âûïóêëûå ìíîæåñòâà è íîðìà.

Òåîðåìà:

Ïóñòü V - êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à B - íåïóñòîå îò-

êðûòîå, âûïóêëîå, îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

B öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî, òî åñòü äëÿ êàæäîãî v ∈ B òî÷êà −v òîæå

ëåæèò â B. Òîãäà B ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì øàðîì äëÿ êàêîé-òî íîðìû.
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Stefan Banach

(1892 � 1945)
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