10. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 10: òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

10.1. âÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ (V; ) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (V; ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ, ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (V; _2) { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÁË _2(v) = g(v; v), ÇÄÅ g { ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. œ ìÅËÃÉÉ 2 ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (V; )^{Id}−→ (V; _2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ (ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÂÉÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍÉ). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (V; )^{Id}−→ (V; _2) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ (V; ) ÐÏÌÎÏ.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.3: ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ^1 { ÂÁÎÁÈÏŒÏ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ (V; ) ËÏÍÐÁËÔÅÎ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (V; _2), ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÉÌÉÐÛÉÃÅŒÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (V; )^{Id}−→ (V; _2).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ æ. òÉÓÓÏÍ.

ðÕÓÔØ (V; ) { ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á —B_1 ⊂ V { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Œ V . åÓÌÉ —B_1 ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÔÏ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1: åÓÌÉ —B_1 ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ —B_1 ÏÔËÒÙ- ÔÙÍÉ ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ^1_2 ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ðÕÓÔØ

1îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 10 { 1 { version 1.1, 24.03.2008

{x_1; :::; x_n} ÃÅÎÔÒÙ ÛÁÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÜÔÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ V , |v| ⩽ 1, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x_i ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ |v − x_i| <^1_2 .

ûÁÇ 2: óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ w ∈ V , ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ |w| ⩽ –, É ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x_i ∈ {x_1; :::; x_n} ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ |w − –x_i| <^1_2 –.

ûÁÇ 3: œÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ v ∈ V , |v| ⩽ 1. œÙÂÅÒÅÍ x_{i1} ∈ {x_1; :::; x_n} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |v − x_{i1} | <^1_2 . ðÒÉÍÅÎÉŒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÛÁÇÁ Ë w = v − x_{i1} , – = 1=2, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

|v − x_{i1} − 1 2 x_{i2} | < 1 4 ; ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ x_{i2} ∈ {x_1; :::; x_n}. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÛÁÇÁ Ë w = v −

∑_{n−1} k=1 1 2^{k−1} xi^k , – = 1=2

n−1, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ | | |v − n∑ k=1 1 2^{k−1} x_{ik} | | | < 1 2^n :

ûÁÇ 4: íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ

v = ∞∑ k=1 1 2^{k−1} x_{ik} :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, v ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ {x_1; :::; x_n}, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ V ÃÅÌÉËÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ V ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ f : M −→ R ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ sup_{x∈M} |f(x)| < ∞. ðÕÓÔØ C_b(M) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M. ðÕÓÔØ

|f| := sup_{x∈M} |f(x)|:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ôÁËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ L^∞- ÎÏÒÍÏÊ, ÉÌÉ ÖÅ sup-ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ, ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÙÈ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 10 { 2 { version 1.1, 24.03.2008

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.4. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ sup-ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C_b(M), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÅÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÁËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊ- ÓÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 10.5: ðÒÅÄÅÌ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C_b(M) Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ { ÂÁÎÁÈÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1. ðÕÓÔØ {f_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ

|f_i(y) − f_j(y)| ⩽ sup_{x∈M} |f_i(x) − f_j(x)|;

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ M, {f_i(y)} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. ðÏÜÔÏÍÕ f_i ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f : M −→ R.

ûÁÇ 2. ðÕÓÔØ ’ : M −→ R { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á `_{’;”} ⊂ M × R ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ "-ÏÔÒÅÚËÏŒ ŒÉÄÁ m × [’(m) − "; ’(m) − "]. íÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ÐÒÏ `_{’;”} ËÁË ÐÒÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ ’ + c, ÇÄÅ c ∈ [−"; "]. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ `_{’;”} ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ = ’ × Id : M × R −→ R × R. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ `_{’;”} = ¯^{−1}(W ), ÇÄÅ W { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R × R, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (x; y), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |x − y| ⩽ ". ðÏÓËÏÌØËÕ W ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á¯ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, `_{’;”} ÔÁËÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ûÁÇ 3. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ "_i ÞÉÓÌÏ |f − f_i|. çÒÁÆÉË `_f ÌÅ- ÖÉÔ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ `_{fi;”i} . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {"_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÉÍÅÅÍ `_f = ⋂ i `_{fi;”i} :

çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ `_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÏÎ ÚÁÍËÎÕÔ.

ûÁÇ 4. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ f : M −→ [−C; C]. ðÕÓÔØ ı : M × [−C; C] −→ í { ÏÂÙÞ- ÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f^{−1}([a; b]) = ı(`_f ∩ M × [a; b]). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÅËÃÉÑ ı : M × [−C; C] −→ í ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÓÌÏÉ, ÏÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ (ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ f^{−1}([a; b]) =

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 10 { 3 { version 1.1, 24.03.2008

íÎÏÖÅÓÔŒÏ `_{f;”} ÐÏÌÕÞÅÎÏ ËÁË ¯^{−1}(W )

ı(`_f ∩M ×[a; b]) ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÁ Œ [−C; C] ÏÔËÒÙÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ {f_i} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

10.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ æÒÅÛÅ

ðÕÓÔØ V { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ó ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {_ff}. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ V ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ æÒÅÛÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i}, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕ- ÎÏÒÍ _ff, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x ∈ V .

ðÕÓÔØ M { ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á V { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K ⊂ M, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÕ ÎÁ V ,

|f|_K := sup_{x∈K} |f(x)|

ðÏÓËÏÌØËÕ K ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÉÍÅÅÍ sup_{x∈K} |f(x)| < ∞.

üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÕÎÏÒÍ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ V ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ æÒÅÛÅ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ æÒÅÛÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^∞([0; 1]) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÄÌÑ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 10 { 4 { version 1.1, 24.03.2008

ËÁÖÄÏÇÏ n, ÎÏÒÍÕ |f|_Cn , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

|f|_C0 = sup_{x∈[0;1]} |f(x)|; |f|_C1 = sup_{x∈[0;1]} |f(x)| + |f^′(x)|; :::;

|f|_Cn := sup_{x∈[0;1]} n∑ i=0 |f^{(i)}(x)|:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ |’|_Cn ⩾ |’^{(k)}|_Cn−k

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ n-ËÒÁÔÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’. (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, {f^{(k)}_i } { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ C^{n−k}-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÅÓÌÉ {f_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ C^n.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ C^0-ÎÏÒÍÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒÙ- ÛÅ, ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ C^k-ÎÏÒÍÅ { k ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, f_i ÂÕÄÅÔ k-ËÒÁÔÎÏÊ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ f^{(k)}_i , ÚÎÁÞÉÔ, f ÂÕÄÅÔ k- ËÒÁÔÎÏÊ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ f^{(k)} := lim f^{(k)}_i (ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÜÔÏ, ÄÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó ŒÚÑÔÉÅÍ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.6. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^k([0; 1]) k ÒÁÚ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; 1] ÐÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ |·|_Ck . äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ {f_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ | · |_Ck ⩾ | · |_C0 , ÉÚ ôÅÏÒÅÍÙ 10.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ ÎÏÒÍÅ |·|_Ck ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ k ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^∞([0; 1]) Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÏÒÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ C^i, i = 0; 1; 2; :::. œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_i} ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÎÏÒÍÁÈ, ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ C^∞([0; 1]) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ æÒÅÛÅ.

10.3. sup-ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.7. ðÕÓÔØ X { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Y { ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X −→ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(X) ÌÅÖÉÔ Œ ÛÁÒÅ B_r(y) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ y ∈ Y , É r ∈ R.

îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Map_b(X; Y ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ sup-ÍÅÔÒÉËÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ d(f_1; f_2) := sup_{x∈X} d(f_1(x); f_2(x)) (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ). üÔÁ ÖÅ ÍÅÔÒÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ C_b(M)

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 10 { 5 { version 1.1, 24.03.2008

ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ sup-ÎÏÒÍÙ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ôÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÞÔÏ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ ôÅÏÒÅÍÕ 10.5 Ï ÂÁÎÁÈÏŒÏÓÔÉ C_b(M), ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÏÌÎÏÔÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C_b(X; Y ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. äÌÑ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ {f_i} ∈ C_b(X; Y ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f ∈ Map_b(X; Y ), Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØÀ ÇÒÁÆÉËÁ f, ÞÔÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 10.8: ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÇÒÁÆÉË `_f ⊂ X × Y ÚÁÍËÎÕÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Y ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ f { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ ı_X : X × Y −→ X - ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ Y ,

f^{−1}(A) = ı_X (`_f ∩ X × A):

åÓÌÉ Y ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ı_X ÚÁÍËÎÕÔÏ (ìÅËÃÉÑ 9), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ı_X (`_f ∩ X × A)

ÔÏÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 10.9: ðÕÓÔØ X { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Y { ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á C_b(X; Y ) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ó sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Œ Y ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ôÏÇÄÁ C_b(X; Y ) ÐÏÌÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ôÅÏÒÅÍÙ 10.9.

ûÁÇ 1: ðÏÓËÏÌØËÕ d(f_1(x); f_2(x)) ⩽ d(f_1; f_2), ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ {f_i} ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÀ f ∈ Map_b(X; Y ). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏÔÙ C_b(X; Y ) ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ûÁÇ 2: ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Œ Y ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ

{f_i} ∈ Map_b(X; Y );

{f_i} ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÛÁÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ Y ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ìÅÍÍÙ 10.8. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË ÚÁÍËÎÕÔ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 10 { 6 { version 1.1, 24.03.2008

ûÁÇ 3: ðÕÓÔØ ’ : X −→ Y { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÄÅ X { ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á Y { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ `_{’;”} ⊂ X × Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

`_{’;”} = {(x; y) ∈ X × Y | d(f(x); y) ⩽ "}:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ `_{’;”} ÚÁÍËÎÕÔÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ¯ : X × Y −→ Y × Y ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ (x; y) Œ (’(x); y), Á A_” ⊂ Y × Y { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (y_1; y_2) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ d(y_1; y_2) ⩽ ". íÎÏÖÅÓÔŒÏ A_”, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÐÒÏŒÅÒØ- ÔÅ), Á `_{’;”} = ˘^{−1}(A_”), ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÔÏÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ûÁÇ 4: ðÕÓÔØ "_i = d(f; f_i). ôÏÇÄÁ

`_f = ⋂ i `_{fi;”i}

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). úÎÁÞÉÔ, `_f { ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÎÏ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ. œ ÓÉÌÕ ûÁÇÁ 2, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ f. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ôÅÏÒÅÍÕ 10.9.

10.4. éÓÔÏÒÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

œ 1821-Í ÇÏÄÕ ïÇÀÓÔÅÎ ëÏÛÉ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ. œ ÓËÏÒÏÍ ŒÒÅÍÅÎÉ, áÂÅÌØ É æÕÒØÅ ÎÁÛÌÉ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ Ë ÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÀ, a äÉÒÉÈÌÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÏÛÉÂËÕ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ëÏÛÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ÓÕÄÑ ÐÏ ŒÓÅ- ÍÕ, ëÒÉÓÔÏÆÕ çÕÄÅÒÍÁÎÎÕ (Christoph Gudermann). œ 1841-Í ÇÏÄÕ ÕÞÅ- ÎÉË çÕÄÅÒÍÁÎÎÁ ëÁÒÌ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, É ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÔÅÒÍÉÎ "gleichm-aıig konvergent", ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ËÁË "ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ" (ÐÏ- ÁÎÇÌÉÊÓËÉ { uniform convergence).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 10 { 7 { version 1.1, 24.03.2008

Karl Theodor Wilhelm Weierstraı (1815 - 1897)

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 10 { 8 { version 1.1, 24.03.2008