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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü (V, ν) � ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé. Íàïîìíèì, ÷òî

(V, ν) íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì, åñëè îíî ïîëíî, êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî.

Çàìå÷àíèå: Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî V ãîìåîìîðôíî Rn ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé. Ýòîò ãîìåî-

ìîðôèçì áèëèïøèöåâ. Ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå:

Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî � áàíàõîâî.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â (V, ν) êîìïàêòåí.

Òåîðåìà Ðèññà: Ïóñòü V � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Òîãäà V êîíå÷íîìåðíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðèññà

Øàã 0: Åñëè V ëîêàëüíî êîìïàêòíî, çàìêíóòûé øàð B̄1 êîìïàêòåí.

Øàã 1: Åñëè øàð B̄1 êîìïàêòåí, èç ïîêðûòèÿ B̄1 îòêðûòûìè øàðàìè

ðàäèóñà 1
2 ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïóñòü {x1, ..., xn} öåí-

òðû øàðîâ, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ýòî ïîäïîêðûòèå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

v ∈ V , |v| 6 1, äëÿ êàêîãî-òî xi, èìååì |v − xi| < 1
2.

Øàã 2: Ïóñòü v ∈ B̄1. Âûáåðåì xi1 òàêîé, ÷òî |v−xi1| <
1
2, çàòåì xi2, òàêîé,

÷òî |v − xi1 −
1
2xi2| <

1
4, è ò.ä. Âîñïîëüçîâàâøèñü èíäóêöèåé, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣v −

n∑
k=1

1

2k−1
xik

∣∣∣∣∣ < 1

2n
.

Øàã 3: Ìû äîêàçàëè, ÷òî v =
∑∞
k=1

1
2k−1xik. Ñëåäîâàòåëüíî, v ïðèíàä-

ëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ {x1, ..., xn}.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òîïîëîãèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Îïðåäåëåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèþ f : M −→ R íàçûâàþò îãðàíè-

÷åííîé, åñëè supx∈M |f(x)| < ∞. Ïóñòü Cb(M) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-

íûõ, îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà M . Ââåäåì íà Cb(M) íîðìó ïî ôîðìóëå

|f | := sup
x∈M

|f(x)|.

Òàêàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ L∞-íîðìîé, èëè æå sup-íîðìîé.

Îïðåäåëåíèå: Îïðåäåëåííàÿ ýòîé íîðìîé òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òîïî-

ëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, êîòî-

ðàÿ ñõîäèòñÿ â òàêîé òîïîëîãèè, íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ.

Çàìå÷àíèå: Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ

ïîòî÷å÷íî. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Çàìå÷àíèå: Ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê ðàçðûâíîé ôóíêöèè. Ïðåäåë ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé âñåãäà íåïðåðûâåí.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïîëíîòà sup-íîðìû

Òåîðåìà: Ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé íåïðåðûâåí. Áîëåå òîãî, ïðîñòðàíñòâî Cb(M) ñ sup-
íîðìîé � áàíàõîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1.

Ïóñòü {fi} ⊂ Cb(M) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ïîñêîëüêó

|fi(y)− fj(y)| 6 sup
x∈M

|fi(x)− fj(x)|,

äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ M , {fi(y)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ïîýòîìó

fi ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè f : M −→ R.

Øàã 2. Ïóñòü ϕ : M −→ R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à Γϕ,ε ⊂ M × R ýòî

îáúåäèíåíèå âñåõ ε-îòðåçêîâ âèäà m × [ϕ(m) − ε, ϕ(m) − ε]. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå Ψ = ϕ× Id : M × R−→ R× R. Ïîñêîëüêó

Γϕ,ε = Ψ−1
({

(x, y) ∈ R× R | |x− y| 6 ε

})
,

ìíîæåñòâî Γϕ,ε çàìêíóòî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïîëíîòà sup-íîðìû (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 3. Äëÿ êàæäîãî i, îáîçíà÷èì çà εi ÷èñëî |f − fi|. Ãðàôèê Γf ëåæèò
â çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Γfi,εi. Ïîëó÷àåì

Γf =
⋂
i

Γfi,εi.

Ïîýòîìó Γf çàìêíóò.

Øàã 4. Èìååì f−1([a, b]) = π(Γf ∩ M × [a, b]). Ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ π :
M×[−C,C]−→ èìååò êîìïàêòíûå ñëîè, îíà çàìêíóòà. Ïîýòîìó f−1([a, b])
çàìêíóòî, à çíà÷èò, f íåïðåðûâíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü V � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñ

õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèåé, çàäàííîé ñèñòåìîé ïîëóíîðì {να}. Íàïîìíèì,
÷òî V íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå, êîãäà îíî ïîëíî, òî åñòü êî-

ãäà êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi}, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ Êîøè îòíîñèòåëüíî âñåõ ïîëóíîðì να, ñõîäèòñÿ ê x ∈ V .

Ïóñòü M � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à V �

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà M . Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî

ïîäìíîæåñòâà K ⊂M , ðàññìîòðèì ïîëóíîðìó íà V ,

|f |K := sup
x∈K

|f(x)|

Îïðåäåëåíèå: Ýòà ñèñòåìà ïîëóíîðì çàäàåò íà V òîïîëîãèþ, êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ.

Çàìå÷àíèå: Ýòà ñèñòåìà ïîëóíîðì ïîëíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîòî÷å÷-

íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè ñóùåñòâóåò, è íåïðåðûâåí íà êàæ-

äîì êîìïàêòå.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà îòðåçêå

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü C∞([0,1]) � ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà îò-

ðåçêå. Ðàññìîòðèì, äëÿ êàæäîãî n, íîðìó |f |Cn, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

|f |C0 = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, |f |C1 = sup
x∈[0,1]

|f(x)|+ |f ′(x)|, ...,

|f |Cn := sup
x∈[0,1]

n∑
i=0

|f(i)(x)|.

Óòâåðæäåíèå:

C∞([0,1]) ñ òàêîé ñèñòåìîé ïîëóíîðì � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó

|ϕ|Cn >
∣∣∣ϕ(k)

∣∣∣
Cn−k

,

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {fi}, {f
(k)
i } � òîæå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Êîøè. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fi} áóäåò k-êðàòíîé
ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ïðåäåëà {f(k)

i }, çíà÷èò, ïðåäåë {fi} � ãëàäêèé.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Çàìêíóòîñòü ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü

Ëåììà 1: Ïóñòü f : X −→ Y � îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,

ïðè÷åì ãðàôèê Γf ⊂ X × Y çàìêíóò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y êîìïàêòíî.

Òîãäà f � íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü πX : X × Y −→X - îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè. Äëÿ

êàæäîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Y ,

f−1(A) = πX(Γf ∩X ×A).

Åñëè Y êîìïàêòíî, òî îòîáðàæåíèå πX çàìêíóòî, ïîýòîìó ìíîæåñòâî

f−1(A) çàìêíóòî, à çíà÷èò, f íåïðåðûâíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

sup-ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå:

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Îòîáðàæåíèå f : X −→ Y íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè f(X) ëåæèò

â øàðå Br(y).

Íà ìíîæåñòâå Mapb(X,Y ) îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y îïðåäå-

ëåíà sup-ìåòðèêà ôîðìóëîé d(f1, f2) := supx∈X d(f1(x), f2(x))

Òåîðåìà: Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ïîëíîå ìåòðè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî, à Cb(X,Y ) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ, îãðàíè÷åí-

íûõ îòîáðàæåíèé, ñ sup-ìåòðèêîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîé çàìêíóòûé

øàð â Y êîìïàêòåí. Òîãäà Cb(X,Y ) ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Ïîñêîëüêó d(f1(x), f2(x)) 6 d(f1, f2), ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Êîøè {fi} îòîáðàæåíèé ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê îãðàíè-

÷åííîìó îòîáðàæåíèþ f ∈ Mapb(X,Y ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû

Cb(X,Y ) îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî f íåïðåðûâíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íåïðåðûâíîñòü ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè â Cb(X,Y )

(äîêàçàòåëüñòâî)

Øàã 2: Ïîñêîëüêó {fi} îãðàíè÷åíû, îíè âñå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå â êàêîì-
òî çàìêíóòîì øàðå. Çàìåíèâ Y íà ýòîò çàìêíóòûé øàð, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî Y êîìïàêòíî. Â ñèëó Ëåììû 1, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíî-

ñòè f äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî åãî ãðàôèê çàìêíóò.

Øàã 3: Ïóñòü ϕ : X −→ Y íåïðåðûâíî, à

Γϕ,ε := {(x, y) ∈ X × Y | d(f(x), y) 6 ε}.

Ïóñòü Ψ : X × Y −→ Y × Y îòîáðàæàåò (x, y) â (ϕ(x), y). Òîãäà

Γϕ,ε = Ψ−1
({

(y1, y2) ∈ Y × Y | d(y1, y2) 6 ε

})
.

Ñëåäîâàòåëüíî, Γϕ,ε çàìêíóòî.

Øàã 4: Ïóñòü εi = d(f, fi). Ïîñêîëüêó Γf =
⋂
iΓfi,εi � ïåðåñå÷åíèå çàìêíó-

òûõ ìíîæåñòâ, îíî çàìêíóòî. Çíà÷èò, f íåïðåðûâíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Karl Theodor Wilhelm Weierstraß

(1815 - 1897)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òîïîëîãèÿ, ëåêöèÿ 0:

Ëåììà Öîðíà è òåîðåìà Öåðìåëî

Ìèøà Âåðáèöêèé
24 ìàðòà, 2008

Íåçàâèñèìûé Óíèâåðñèòåò
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Àêñèîìà âûáîðà

Ïóñòü ϕ : A−→B ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ. Ñå÷åíèåì îòîá-

ðàæåíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ψ : B −→A, òàêîå, ÷òî ψ ◦ ϕ = Id.

Àêñèîìà âûáîðà óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäîå ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæå-

íèå èìååò ñå÷åíèå
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo

(1871 - 1953)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ðåçóëüòàòû, òðåáóþùèå àêñèîìû âûáîðà

1. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ.

2. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè áàçèñà â áåñêîíå÷íîìåðíîì âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâå (�áàçèñà Êîøè-Ãàìåëÿ�).

3. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà î ñóùåñòâîâàíèè çàìêíóòîé ãèïåðïëîñêîñòè,

ðàçäåëÿþùåé äâà âûïóêëûõ, íåïåðåñåêàþùèõñÿ, çàìêíóòûõ ïîäìíîæå-

ñòâà â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.

4. Òåîðåìà Òèõîíîâà î êîìïàêòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷íîãî êî-

ëè÷åñòâà êîìïàêòîâ.

5. Èç àêñèîìû âûáîðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X, Y , X ðàâ-

íîìîùíî ïîäìíîæåñòâó Y , ëèáî Y ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó X.

Óòâåðæäåíèÿ 1, 2, 4, 5 ðàâíîñèëüíû àêñèîìå âûáîðà, à òåîðåìà Õàíà-

Áàíàõà ñóùåñòâåííî ñëàáåå.
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×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, à R ⊂ X ×X � áèíàðíîå îòíîøå-

íèå íà ìíîæåñòâå X, îáîçíà÷åííîå x1 ≺ x2. Ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ

îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì.

òðàíçèòèâíîñòü: èç x ≺ y è y ≺ z ñëåäóåò x ≺ z.

àñèììåòðè÷íîñòü: åñëè x ≺ y, òî íåâîçìîæíî y ≺ x.

Ìíîæåñòâî (X,≺) ñ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷-

íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü (X,≺) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Åñëè

äëÿ êàêèõ-òî x, y ∈ X èìååò ìåñòî x ≺ y ëèáî y ≺ x, ìû ãîâîðèì, ÷òî x è y

ñðàâíèìû. Îòíîøåíèå ≺ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿä-

êà (total order), åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû. Ìíîæåñòâî (X,≺)

ñ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî.
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Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü (X,≺) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, à Y ⊂
X � åãî ïîäìíîæåñòâî. Ýëåìåíò y0 ∈ Y íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè

äëÿ ëþáîãî y ∈ Y , èìååì y0 4 y. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íà-

çûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, åñëè ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî èìååò

ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà òàêîì ìíîæåñòâå íàçûâà-

åòñÿ îòíîøåíèå ïîëíîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå: Íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-

ñòâà íàçûâàåòñÿ åãî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Îòðåçêîì ëèíåéíî óïîðÿ-

äî÷åííîãî ìíîæåñòâà (X,≺) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X òàêîå, ÷òî

äëÿ ëþáûõ x, z ∈ Y , è ëþáîãî y ∈ X òàêîãî, ÷òî x ≺ y ≺ z, èìååì y ∈ Y .

Íà÷àëüíûì îòðåçêîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ

îòðåçîê, ñîäåðæàùèé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü X0 ⊂ X � íà÷àëüíûé îòðåçîê âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî

ìíîæåñòâà, x0 åãî íà÷àëüíûé ýëåìåíò, à x � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â X\X0
(ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî). Òîãäà X0 � ìíîæåñòâî

âñåõ y òàêèõ, ÷òî x0 4 y ≺ x. Ìû îáîçíà÷àåì òàêîé îòðåçîê [x0, x[.
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Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor

(1845 - 1918)
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Ñðàâíåíèå îðäèíàëîâ

Îïðåäåëåíèå: Äâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ èçî-

ìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè åñòü áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ïîðÿäîê. Êëàñ-

ñû èçîìîðôèçìà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ íàçûâàþòñÿ îðäèíà-

ëàìè, èëè æå îðäèíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà: Ïóñòü X, Y � âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Òîãäà X èçî-

ìîðôíî íà÷àëüíîìó îòðåçêó Y , ëèáî Y èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó îòðåçêó

X. Áîëåå òîãî, òàêîé èçîìîðôèçì îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñðàâíåíèè îðäèíàëîâ. Ïóñòü Z � ìíîæå-

ñòâî ïàð (X1, Y1) èçîìîðôíûõ íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ X è Y .

Øàã 1: Èçîìîðôèçì íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ (X1, Y1) îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íî ìíîæåñòâîì X1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷-

íûõ âëîæåíèÿ ϕ : X1 −→ Y è ϕ′ : X1 −→ Y , çàäàþùèå èçîìîðôèçì X1 è

íà÷àëüíîãî îòðåçêà Y . Îáîçíà÷èì çà x ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò X1, òàêîé,

÷òî ϕ(x) 6= ϕ′(x). Òîãäà ϕ
∣∣∣∣[x0,x[ = ϕ′

∣∣∣∣[x0,x[ , ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x) = ϕ′(x).
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Ñðàâíåíèå îðäèíàëîâ (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 2: Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Z óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ, è ýòî

îòíîøåíèå çàäàåò íà Z ïîëíûé ïîðÿäîê. Ïóñòü x � ìèíèìàëüíûé

ýëåìåíò X, íå ïðèíàäëåæàùèé X1 äëÿ êàêîãî-òî (X1, Y1) ∈ Z. Åñëè òàêî-
ãî íåò, ýòî çíà÷èò, ÷òî X èçîìîðôåí íà÷àëüíîìó îòðåçêó Y . Åñëè Y1 = Y ,

ìû âñå äîêàçàëè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íà÷àëüíûé îòðåçîê [x0, x[ èçîìîð-

ôåí íà÷àëüíîìó îòðåçêó [y0, y[, ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê [x0, x] èçîìîðôåí

[y0, y]. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ!

Çàìå÷àíèå: Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê íà îðäèíàëàõ: îäèí

îðäèíàë ìåíüøå äðóãîãî, åñëè ïåðâûé èçîìîðôåí îòðåçêó âòîðîãî.

Çàìå÷àíèå: Îðäèíàëû ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü. Ýòè îïåðàöèè

àññîöèàòèâíû, íåêîììóòàòèâíû, è ñëîæåíèå äèñòðèáóòèâíî ñëåâà îòíî-

ñèòåëüíè óìíîæåíèÿ.
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Ëåììà Öîðíà è òåîðåìà Öåðìåëî

Ïóñòü (S,≺) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåíò x ∈ S íàçû-

âàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò y ∈ S ñ x ≺ y. Äëÿ ïîäìíî-

æåñòâà S1 ⊂ S è x ∈ S, ìû ïèøåì S1 4 , åñëè äëÿ êàæäîãî ξ ∈ S1 èìååì

ξ 4 x.

Ëåììà Öîðíà Ïóñòü (S,≺) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ïðè-

÷åì äëÿ ëþáîãî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà S1 ⊂ S íàéäåòñÿ

ýëåìåíò ξ ∈ S òàêîé, ÷òî S1 4 ξ. Òîãäà â S íàéäåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëå-

ìåíò.

Òåîðåìà Öåðìåëî: ("well-ordering theorem") Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæåò

áûòü âïîëíå óïîðÿäî÷åíî.

Òåîðåìà: Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

ZL: Ëåììà Öîðíà

WOT: Òåîðåìà Öåðìåëî

AC: Àêñèîìà âûáîðà.
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Ëåììà Öîðíà è òåîðåìà Öåðìåëî (ïðîäîëæåíèå)

ZL⇒ WOT: Ïóñòü X � ëþáîå ìíîæåñòâî, à S � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð

(X1,≺), ãäå X1 ⊂ X � ïîäìíîæåñòâî, à ≺ � îòíîøåíèå ïîëíîãî ïîðÿäêà

íà X1.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà S: (X1,≺) < (X2,≺), åñëè

(X1,≺) ýòî íà÷àëüíûé îòðåçîê (X2,≺). Ïîñêîëüêó óñëîâèå ëåììû Öîðíà

âûïîëíåíî äëÿ (S,<), â S åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (Ξ,≺). Åñëè

Ξ 6= X, âîçüìåì ξ ∈ X\Ξ, è îïðåäåëèì îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà Ξ1 := Ξ∪{ξ},
ïîëîæèâ Ξ ≺ ξ. Òîãäà Ξ áóäåò íà÷àëüíûì îòðåçêîì Ξ1. Ýòî íåâîçìîæíî,

òàê êàê Ξ ìàêñèìàëüíûé. Çíà÷èò, Ξ = X.

WOT ⇒ AC: Ïóñòü X
ϕ−→ Y � ñþðüåêöèÿ, à X âïîëíå óïîðÿäî÷åíî.

Îïðåäåëèì ñå÷åíèå Y
ψ−→ X, âçÿâ çà ψ(y) ìèíèìàëüíûé (â ñìûñëå ïîë-

íîãî ïîðÿäêà) ýëåìåíò ϕ−1(y).
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû Öîðíà

AC ⇒ ZL. Øàã 1: Ïóñòü (S,≺) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåììû Öîðíà, è íå ñîäåðæàùåå ìàêñèìàëü-

íîãî ýëåìåíòà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíî-

æåñòâà S1 ⊂ S, íàéäåòñÿ ξ < S1.

Øàã 2: Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ S, à

γ : S−→ S � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå S1 ⊂ S â ýëåìåíò ξ ∈ S, óäîâëå-
òâîðÿþùèé ξ � S1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ γ èñïîëüçóåòñÿ

àêñèîìà âûáîðà. Ïóñòü

R := {(S1 ∈ S, ξ ∈ S) | ξ � S1}

Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ R−→S ñþðüåêòèâíà (Øàã 1). Ñå÷åíèå R−→S

â êîìïîçèöèè ñ ïðîåêöèåé R−→ S çàäàñò èñêîìîå îòîáðàæåíèå γ.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû Öîðíà (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 3: Ïóñòü Θ � ìíîæåñòâî âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ P ⊂ S

òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî p ∈ P , íà÷àëüíûé îòðåçîê [p0, p[ óäîâëåòâîðÿåò

p = γ([p0, p[). Êîãäà p = p0, ýòî çíà÷èò, ÷òî p0 = γ(∅). Òîãäà ìíîæåñòâî
Θ âïîëíå óïîðÿäî÷åíî ïî âëîæåíèþ. Âîçüìåì P,Q ∈ Θ, è ïóñòü p �

ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò P òàêîé, ÷òî îòðåçîê [p0, p[ ëåæèò â Q, à [p0, p]

óæå íå ëåæèò â Q. Ïîñêîëüêó p = γ([p0, p[), à [p0, p[ ëåæèò â Q, èç p /∈ Q

ñëåäóåò, ÷òî Q = [p0, p[. Çíà÷èò, P � íà÷àëüíûé îòðåçîê Q, ëèáî Q �

íà÷àëüíûé îòðåçîê P .

Øàã 4: Îáúåäèíåíèå P∞ :=
⋃
P∈Θ P ëåæèò â Θ. Ýòî íåâîçìîæíî, ïî-

òîìó ÷òî îáúåäèíåíèå P∞∪γ(P∞) ñòðîãî áîëüøå P∞, è òîæå ëåæèò
â Θ. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ! Ëåììà Öîðíà äîêàçàíà.
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