ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 13: œÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

13. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 13: œÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

13.1. ðÒÉÍÅÒÙ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ (totally disconnected), ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ŒÚÑÔÏÅ Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÎÅÓŒÑÚÎÏ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ (clopen), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.1. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ, ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÎÏŒÁ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.2. ðÕÓÔØ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÅÓÔØ ÐÒÅÄ- ÂÁÚÁ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏÇÄÁ Œ M ÅÓÔØ ÂÁÚÁ ÉÚ ÏÔËÒÙ- ÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÂÁÚÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÅÄ- ÂÁÚÙ ŒÚÑÔÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÅÓÔØ ÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ M ÅÓÔØ ÂÁÚÁ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ- ÐÕÓÔÏÅ É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó Z ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÉÚ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔÉ M).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.4. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Õ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÅÓÔØ ÂÁÚÁ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏÇÄÁ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M^I ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÕ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÚÁ- ÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 13.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 13.6: ðÕÓÔØ M = {0; 1} { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË, Ó ÄÉÓ- ËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÅÔÏÞÉÅÍ). ðÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄŒÏÅÔÏÞÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÉÈÏÎÏŒÁ), ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ É ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 1 { version 1.2, 09.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 13: œÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.7. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (M; d) - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÅÔÒÉËÁ d : M × M −→ R ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌÅ ]¸; ˛[, ÇÄÅ ˛ > ¸. ôÏÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ —B_ff(x) ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, —B_ff(x) = B_{ff+”}(x), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ¸ +" ∈]¸; ˛[, Á ÛÁÒ B_{ff+”}(x) ÏÔËÒÙÔ.

ðÒÉÍÅÒ 13.8: éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z_p p- ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {p^s; s ∈ Z}, É Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ Œ Z_p ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

úÁÄÁÞÁ 13.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z_2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ {0; 1}^N.

ðÒÉÍÅÒ 13.10: ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Q (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ) ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ) É ÎÅËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 13.11. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ Q.

13.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÔÏÕÎÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.12. ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ óÔÏÕÎÁ (Stone space).

ìÅÍÍÁ 13.13: ðÕÓÔØ M { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÔÏÕÎÁ, Á x; y ∈ M { ÄŒÅ ÒÁÚ- ÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÏÇÄÁ Õ x É y ÅÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ, ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ Z = ⋂ ff U_ff { ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÏÚÁ- ÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x. åÓÌÉ Z ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y, ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ∋ x ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y, ÔÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ M\U ÓÏÄÅÒÖÉÔ y, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Õ x É y ÅÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Z = {x}.

ûÁÇ 1: ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Z ≠ {x}. ðÏÓËÏÌØËÕ Z { ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M, ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ Z ÎÅÓŒÑÚÎÏ, Z ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Z = Z_x ∐ Z^′, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 2 { version 1.2, 09.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 13: œÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

Marshall Harvey Stone (1903 - 1989)

Œ Z,^1 ÇÄÅ Z_x ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, Á Z^′ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x. îÏ ËÏÌØ ÓËÏÒÏ Z ÚÁÍËÎÕÔÏ, Z_x, Z^′ ÚÁÍËÎÕÔÙ Œ M (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

ûÁÇ 2: ðÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ É ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, M ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ, ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (ìÅËÃÉÑ 8). ðÒÉÍÅÎÉŒ ÜÔÏ Ë Z_x; Z^′, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_x ⊃ Z_x; U^′ ⊃ Z^′.

ûÁÇ 3: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ K ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ M\(U_x ∪U^′) ðÏÓËÏÌØËÕ Z = ⋂ ff U_ff, ÉÍÅÅÍ K ⊂ ⋃ ff (M\U_ff):

ðÏÓËÏÌØËÕ K ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, K ÔÏÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ

1ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ X = Y ‘ Z ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÕËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ X ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Y É Z.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 3 { version 1.2, 09.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 13: œÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

îÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Z_x, Z^′

ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ K ⊂ ⋃ ff(M\U_ff) ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ: K ⊂ n⋃ i=1 (M\U_i)

ÇÄÅ ŒÓÅ U_i ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙ, É ÓÏÄÅÒÖÁÔ Z. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ U := ⋃_n

i=1 U_i ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ M\K = U_x ∪ U^′.

ûÁÇ 4: U = (U ∩ U_x) ∐ (U ∩ U^′). ðÏÓËÏÌØËÕ U_x; U^′ ÏÔËÒÙÔÙ, U ∩ U_x ÏÔ- ËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ U. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V = U ∩ U_x ÏÔËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ M. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Z^′, É ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÎÁÞÉÔ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ x ÎÅ ÎÅ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Z^′. íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, É ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Z = {x}. ìÅÍÍÁ 13.13 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 13.14: ðÕÓÔØ M { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÔÏÕÎÁ. ôÏÇÄÁ Õ M ÅÓÔØ ÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ T { ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ M, Á T_1 { ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÂÁÚÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 4 { version 1.2, 09.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 13: œÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(M; T )^{Id}−→ (M; T_1)

ÂÉÅËÔÉŒÎÏ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). œ ÓÉÌÕ ìÅÍÍÙ 13.13, ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ (M; T_1) ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÉÚ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ T ÜËÉŒÁÌÅÎÔÎÁ T_1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.15. éÚ ìÅÍÍÙ 13.13 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y ∈ M, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

f : M −→ {0; 1};

ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÎÁ x É 0 ÎÁ y.

ðÕÓÔØ R = C(M; F_2) { ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M ÓÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÍÉ Œ F_2 = {0; 1}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M^¯−→ {0; 1}^R;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ m Œ ∏ ’∈R ’(m). ïÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). éÚ úÁÍÅÞÁÎÉÑ 13.15 ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ ¯ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ; ÐÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¯ { ÜÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ

ôÅÏÒÅÍÁ 13.16: ðÕÓÔØ M { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÔÏÕÎÁ. ôÏÇÄÁ M ÇÏÍÅÏÍÏÒÆ- ÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ {0; 1}^I , ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 5 { version 1.2, 09.04.2008

14. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 14: ôÅÏÒÅ- ÍÁ óÔÏÕÎÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÂÕÌÅ- ŒÙÈ ËÏÌÅÃ É ÔÅÏÒÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

14.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÅÊ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ ("ÏÂSS- ÅËÔÏŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ", "ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÅÖÄÕ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ" É ÔÁË ÄÁÌÅÅ), ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÁËÓÉÏÍÁÍ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ÎÉÖÅ.

äÁÎÎÙÅ:

ïÂSSÅËÔÙ: íÎÏÖÅÓÔŒÏ Ob(C) ÏÂSSÅËÔÏŒ C (ÉÎÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ËÌÁÓÓ Ob(C), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÌÉ ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ).

íÏÒÆÉÚÍÙ: äÌÑ ÌÀÂÙÈ X; Y ∈ Ob(C), ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Mor(X; Y ) ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ X Œ Y .

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ: åÓÌÉ ’ ∈ Mor(X; Y ); ∈ Mor(Y; Z), ÚÁ- ÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ∘ ∈ Mor(X; Z), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ: äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ A ∈ Ob(C) ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ Id_A ∈ Mor(A; A).

üÔÉ ÄÁÎÎÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ.

áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ: ’_1 ∘ (’_2 ∘ ’_3) = (’_1 ∘ ’_2) ∘ ’_3.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ: äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ∈ Mor(X; Y ), Id_x ∘’ = ’ = ’ ∘ Id_Y .

ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉ- ÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÍÏÒÆÉÚÍÙ { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ), ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÍÏÒÆÉÚÍÙ { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ), ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÐÏÌÅÊ, ÇÒÕÐÐ (ÍÏÒÆÉÚÍÙ { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ), ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÍÏÒÆÉÚÍÙ { ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 6 { version 1.2, 09.04.2008

ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ; ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.2. ðÕÓÔØ C_1; C_2 { ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎË- ÔÏÒÏÍ ÉÚ C_1 Œ C_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ.

(i) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : Ob(C_1) −→ Ob(C_2), ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÂSS- ÅËÔÁÍ C_1 ÏÂSSÅËÔÙ C_2.

(ii) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ F : Mor(X; Y ) −→ Mor(F (X); F (Y )), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y ∈ Ob(C_1).

üÔÉ ÄÁÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C_1 Œ C_2, ÅÓÌÉ F (’)∘F ( ) = F (’∘ ), É F (Id_X ) = Id_{F (X)}.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ { ÔÏÖÅ ÆÕÎËÔÏÒ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÓÅÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ { ÔÏÖÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 14.3: ìÀÂÁÑ "ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ" ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂSS- ÅËÔÁÈ - ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X −→ 2^X ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M −→ M^I ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I, ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V −→ V ⊕ V ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ ÓÅÂÑ. åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎË- ÔÏÒÁ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.4. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ("opposite category") C^{op}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂSS- ÅËÔÏŒ Œ C^{op} { ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É Œ C, Á Mor_Cop (A; B) = Mor_C (B; A). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ’ ∘ Œ C ÄÁÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ^{op} ∘ ’^{op} Œ C^{op}. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.5. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C_1 Œ C_2 ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C^{op}_1 Œ C_2.

ðÒÉÍÅÒ 14.6: ðÒÉÍÅÒÏÍ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗. äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ËÏÌØÃÁ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ M ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ R-ÚÎÁÞ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 7 { version 1.2, 09.04.2008

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.7. ðÕÓÔØ X; Y ∈ Ob(C) { ÏÂSSÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C. íÏÒ- ÆÉÚÍ ’ ∈ Mor(X; Y ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ∈ Mor(Y; X) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ ∘ = Id_X É ∘ ’ = Id_Y . œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ÏÂSSÅËÔÙ X É Y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.8. ðÕÓÔØ X ∈ Ob(C) { ÏÂSSÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C. ôÏÇÄÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Y −→ Mor(X; Y ) ÚÁÄÁÅÔ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÀ Set ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y −→ Mor(Y; X) ÚÁÄÁÅÔ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ Set (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ôÁËÉÅ ÆÕÎË- ÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.9. äŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F; G : C_1 −→ C_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob(C_1) ÚÁÄÁÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ¯_X : F (X) −→ G(X), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ∈ Mor(X; Y ),

F (’) ∘ ¯_Y = ¯_X ∘ G(’): (14.1.1)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.10. ðÏÄÏÂÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÉÎÑÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ. ôÁË, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, (14.1.1) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ

F (X)^{F (’)}−−−−→ F (Y )

¯_X ¯_Y G(X)^{G(’)}−−−−→ G(Y )

(14.1.2)

úÁÄÁÞÁ 14.11. ðÕÓÔØ C^F−→ Set { ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ: F ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÆÕÎËÔÏ- ÒÕ Y −→ Mor(X; Y ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ X ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.12. æÕÎËÔÏÒ F : C_1 −→ C_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÙ G; G^′ : C_2 −→ C_1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F ∘ G ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÎÁ C_1, Á G^′ ∘ F ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÎÁ C_2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.13. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅ- ÍÕ: F ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ, É ÂÉÅËÃÉÀ Mor(X; Y ) −→ Mor(F (X); F (Y )).

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅÒÁÚ- ÌÉÞÉÍÙ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 8 { version 1.2, 09.04.2008

Saunders Mac Lane (1909-2005)

14.2. ôÅÏÒÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ: ÉÓÔÏÒÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÙÌÉ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÙ ÔÏÐÏÌÏÇÁÍÉ óÁÍÕÜÌÅÍ üÊÌÅÎÂÅÒÇÏÍ É óÏÎ- ÄÅÒÓÏÍ íÁË ìÜÊÎÏÍ Œ 1942-45 ÇÏÄÁÈ, ÄÌÑ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. üÊÌÅÎÂÅÒÇ É íÁË ìÜÊÎ ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÔÁËÉÅ, ËÁË ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ) ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ. ôÁËÖÅ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, "ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÅÔÅÌØ", ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ C(S^1; M) (ìÅËÃÉÑ 11). üÊÌÅÎÂÅÒÇ É íÁË ìÜÊÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÏÝÅ ÉÚÕÞÁÔØ, ÅÓÌÉ ÁÂÓÔÒÁÇÉÒÏŒÁÔØÓÑ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÅÌÁ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÁÖÕÝÕÀÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÓÔØ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÅÇÏ ÑŒÎÏÇÏ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ, É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÔÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÚÁÔÒÕÄÎÑÀÔ ÒÁÂÏÔÕ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 9 { version 1.2, 09.04.2008

ïÓÎÏŒÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ; Ë ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1940-È, ÔÏÐÏÌÏÇÉ ÚÎÁÌÉ Ó ÄÅÓÑÔÏË ÒÁÚÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÎÏ ÒÁÂÏ- ÔÁÔØ Ó ÎÉÍÉ ÂÙÌÏ ÎÅÌÏŒËÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÕÍÅÌÉ. üÊÌÅÎÂÅÒÇ É íÁË ìÜÊÎ, Á Œ 1950-Å { üÊÌÅÎÂÅÒÇ É óÔÉÎÒÏÄ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÌÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ.

œ ËÏÎÃÅ 1950-È ÔÅÏÒÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÌÅÇÌÁ Œ ÏÓÎÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊ á. çÒÏÔÅÎÄÉËÏÍ, ö. äØÅÄÏÎÎÅ É ÇÒÕÐÐÏÊ âÕÒÂÁ- ËÉ, Œ ËÎÉÇÅ "«El«ements de g«eom«etrie alg«ebrique" É ÄÒÕÇÉÈ ËÎÉÇÁÈ, É ÓÔÁÌÁ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÂÅÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ ÎÉ ÏÄÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ÒÁÚŒÉŒÛÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅ 1960-È.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë "ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ", É ÉÈ "ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ". îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂSSÅËÔÏŒ A É B ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ËÁË ÔÁËÏÊ ÏÂSSÅËÔ A × B, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ X −→ Mor(X; A × B) ÉÚ C Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ X −→ Mor(X; A) × Mor(X; B).

Samuel Eilenberg (1913-1998)

íÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÓÎÏŒ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÎÅÅ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅ-

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 10 { version 1.2, 09.04.2008

ÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.^1 œÐÒÏÞÅÍ, ÓÁÍÁ ÔÅÏÒÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÎÅ ÓŒÏÂÏÄÎÁ ÏÔ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Ob(C) ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ (ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ) { ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ËÌÁÓÓ.

óÌÅÄÕÑ çÒÏÔÅÎÄÉËÕ É œÅÒÄØÅ, ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÏÂÈÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. íÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Ob(C) É Mor(X; Y ) { ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. œÍÅÓÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ "ŒÓÅÈ" (ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÌÅÃ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÌÅÃ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, Ó ÍÏÝÎÏÓÔØÀ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ (ÒÁÚ É ÎÁŒÓÅÇÄÁ ŒÙÂÒÁÎÎÙÍ) ËÁÒÄÉÎÁÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÕÍÏÍ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ, É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉ- ÏÍÁÍÉ ÕÎÉŒÅÒÓÕÍÁ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Ó ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ÍÁÌÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÍÁÌÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

Alexander Grothendieck (ÒÏÄ. 28 ÍÁÒÔÁ 1928)

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÕÍÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÀ ÓÉÌØÎÏ ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ ËÁÒÄÉÎÁÌÏŒ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÏÄÏÂÎÁÑ

1ðÅÒŒÙÍ ÔÕÔ ÂÙÌ, ŒÉÄÉÍÏ, ìÏŒÉÒ (F. W. Lawvere), ÐÒÅÄÌÏÖÉŒÛÉÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Œ ÓŒÏÅÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ Œ 1963-Í ÇÏÄÕ; Ó ÔÅÈ ÐÏÒ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÚŒÉŒÁÌÉ É ÌÏÇÉËÉ, É ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 11 { version 1.2, 09.04.2008

ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁ ÏÔ ÁËÓÉÏÍ ZFC (ãÅÒÍÅÌÏ-æÒÅÎËÅÌÑ ÐÌÀÓ ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏÒÁ). îÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ ZFC ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔÉ ZFC, ÇÄÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÔÕÌÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÓÉÌØÎÏ ÎÅÄÏ- ÓÔÉÖÉÍÙÈ ËÁÒÄÉÎÁÌÏŒ. éÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÓÉÌØÎÏ ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ ËÁÒ- ÄÉÎÁÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ ZFC Œ ÒÁÍËÁÈ ÓÁÍÏÊ ZFC, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ÕÎÉŒÅÒÓÕÍÁ ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ ZFC.

14.3. âÕÌÅŒÙ ËÏÌØÃÁ É ÂÕÌÅŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.14. éÄÅÍÐÏÔÅÎÔ Œ ËÏÌØÃÅ { ÜÌÅÍÅÎÔ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ x^2 = x. âÕÌÅŒÏ ËÏÌØÃÏ { ËÏÌØÃÏ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ), ÇÄÅ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.15. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÂÕÌÅŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ 2x = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

0 = (x + 1)^2 − x − 1 = (x^2 − x) + 2x = 2x:

âÕÌÅŒÙ ËÏÌØÃÁ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÁÖÎÙ Œ ÌÏÇÉËÅ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ, ÉÂÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÂÕÌÅŒÙÈ ËÏÌÅÃ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÕÌÅŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.16. ðÕÓÔØ A { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ∧ (ËÏÎØÀÎËÃÉÑ, "É"), ∨ (ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ, "ÉÌÉ"), É ¬ (ÎÅÇÁÃÉÑ, "ÎÅ"), É ŒÙÄÅÌÅÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1 ("ÐÒÁŒÄÁ") É 0 ("ÌÏÖØ"). A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c, a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a ∧ b = b ∧ a, a ∨ b = b ∨ a

ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ: a∧(b∨c) = (a∧b)∨(a∧c), a∨(b∧c) = (a∨b)∧(a∨c)

ÁÂÓÏÒÂÃÉÑ: a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÔØ: a ∨ ¬a = 1, a ∧ ¬a = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.17. üÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÌÀÂÏÊ ÎÁ- ÂÏÒ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ \ÉÓ- ÔÉÎÎÏ" É \ÌÏÖÎÏ". ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ("É", "ÉÌÉ", "ÎÅ") ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ Œ ÂÕÌÅŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 12 { version 1.2, 09.04.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.18. ðÕÓÔØ A { ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ A ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: a·b := a∧b, a+b := (a∨b)∧¬(a∧b) (ÓÕÍ- ÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ "ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ", ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, "ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÍÕ ÉÌÉ"). ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ËÏÌØÃÁ (ÜÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ; ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). îÏÌØ É 1 ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ 0 É 1, Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a^2 = a ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ a + ¬a = 1, ËÏÔÏÒÁÑ (ÐÏÓÌÅ ÄÏ- ÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a) ŒÌÅÞÅÔ

Á ∧ a + Á ∧ ¬a = a

ÐÒÉÍÅÎÉŒ Á ∧ ¬a = 0 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÔØ), ÏÂÒÅÔÅÍ a^2 = a. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÕÌÅŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÂÕÌÅŒÙÈ ËÏÌÅÃ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.19: üÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ { ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F : C −→ C_1 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ G, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÕÌÅŒÁ ËÏÌØÃÁ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÂÕÌÅŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÏ: ÅÓÌÉ A { ÂÕÌÅŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ¬; ∧; ∨ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ¬a = 1−a, a∧b = ab, a∨b = ab+a+b. áËÓÉÏÍÙ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÉÈ), Á ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÓÔØ F É G ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 14.20: ðÕÓÔØ M { ÌÀÂÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á R = C(M; F_2) { ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ F_2 ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ R { ÂÕÌÅŒÏ ËÏÌØÃÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØ- ÃÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÂÕ- ÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ { ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÌÅÍÍÁ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÉÚ ìÅËÃÉÉ 9.

ìÅÍÍÁ 14.21: ðÕÓÔØ R { ÂÕÌÅŒÏ ËÏÌØÃÏ, Á I ⊂ R { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ R. ôÏÇÄÁ R=I ∼= F_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏÓËÏÌØËÕ R ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ, ÐÏÌÅ R=I ÔÏ- ÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 − x = 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ m Œ ÐÏÌÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÅ m ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÚÎÁÞÉÔ, R=I ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 13 { version 1.2, 09.04.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.22. ðÏÈÏÖÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÂÕÌÅŒÏÍ ËÏÌØÃÅ { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ I ⊂ R { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ R=I { ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ŒÓÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ { ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R=I, ÉÍÅÅÍ x(1−x) = 0, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÌÉ x ÉÌÉ 1 − x ÒÁŒÎÙ 0.

14.4. óÐÅËÔÒ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÂÕÌÅŒÁ ËÏÌØÃÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.23. ðÕÓÔØ R { ÂÕÌÅŒÏ ËÏÌØÃÏ, Á Spec(R) { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÙÈ; Œ ÓÉÌÕ úÁÍÅÞÁÎÉÑ 14.22, ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅ- ÁÌÙ Œ R ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙ) ÉÄÅÁÌÏŒ Œ R, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓ- ËÏÇÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

A_f := {m ∈ Spec(R) | f =∈ m};

ÇÄÅ f ∈ R { ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ R. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Spec(R) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ úÁÒÉÓËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.24. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ R, ÉÍÅÅÍ Spec(R) = A_f ∐ A_{1−f} .

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, f =∈ m ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ (1 − f) ∈ m, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ R=m = F_2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.25. éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_f ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙ, É ÚÎÁÞÉÔ, Spec(R) ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.26. åÓÌÉ x ≠ y ∈ Spec(R) { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ f ∈ x, f =∈ y. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, A_f , A_{1−f} { ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ x É y. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ Spec(R) ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

ìÅÍÍÁ 14.27: ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ, Á Spec(R) { ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ úÁÒÉÓ- ËÏÇÏ. ôÏÇÄÁ Spec(R) ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ M = ⋃ ff A_{fff} { ÐÏËÒÙÔÉÅ M = Spec(R). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ìÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ⋃ ff A_{fff} ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V_f := M\A_f . üÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ f. ðÕÓÔØ I - ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ f_ff. ïÞÅŒÉÄÎÏ, M = ⋃ ff A_{fff} ⇔ ∅ = ⋂ ff V_{fff} :

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 14 { version 1.2, 09.04.2008

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉËÁËÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅÈ f_ff. úÎÁÞÉÔ, I ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ, É ÐÏÜÔÏÍÕ 1 ∈ I. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ f_ff: 1 = n∑ i=1 –_if_i; –_i ∈ R:

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∅ = n⋂ i=1 V_{fi} ;

Á ÐÏÜÔÏÍÕ M =

⋃_n

i=1 A_{fi} . íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ M = Spec(R) ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.28. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Spec(R) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÕÌÅŒÁ ËÏÌØ- ÃÁ { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÔÏÕÎÁ ÂÕÌÅŒÁ ËÏÌØÃÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.29. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ

R −→ Spec(R)

ÚÁÄÁÅÔ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÕÌÅŒÙÈ ËÏÌÅÃ Œ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÔÏÕÎÁ^1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÔÏÕÎÁ M ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÚ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 14.33, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÉÖÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÐÅËÔÒÕ ËÏÌØÃÁ C(M; F_2) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ F_2 = {0; 1}.

ìÅÍÍÁ 14.30: ðÕÓÔØ M { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÔÏÕÎÁ, Á R = C(M; F_2). ðÕÓÔØ m � R { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ m ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÎÕÌØ Œ M (ÔÏÞËÕ, ÇÄÅ ŒÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1. åÓÌÉ Õ m ÎÅÔ ÏÂÝÅÇÏ ÎÕÌÑ, ÔÏ M = ⋃ f∈m f^{−1}(1):

1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÔÏÕÎÁ { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ, ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ, ŒÐÏÌÎÅ ÎÅ- ÓŒÑÚÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 15 { version 1.2, 09.04.2008

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ M. ðÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ f_1; :::; f_n ∈ m ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M =

⋃_n i=1 f^{−1}_i (1).

ûÁÇ 2. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ R ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ffl_U , ÇÄÅ U = f^{−1}(1), Á ffl_U { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_i Ó ffl_{Ui} ∈ m, ÞÔÏ M =

⋃_n i=1 U_i.

ûÁÇ 3. ffl_{U∪V} = ffl_U +ffl_V +ffl_U ffl_V . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ W =

⋃_n i=1 U_i. œÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁŒÛÉÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ffl_W = P (ffl_{U1} ; ffl_{U2} ; :::), ÇÄÅ P - ÐÏÌÉÎÏÍ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.

ûÁÇ 4. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ 1 = ffl_M = P (ffl_{U1} ; ffl_{U2} ; :::) = P (f_1; f_2; :::). ðÏÜÔÏÍÕ 1 ÌÅÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ m. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ! úÎÁÞÉÔ, Õ m ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÎÕÌØ.

ìÅÍÍÁ 14.31: ðÕÓÔØ M { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÔÏÕÎÁ, Á R = C(M; F_2) { ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M, ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ F_2 = {0; 1}. ðÕÓÔØ m ⊂ R { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ Õ ÆÕÎËÃÉÊ f ∈ m ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÎÕÌØ (ÔÏÞËÁ, ÇÄÅ ÏÎÉ ŒÓÅ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÎÕÌÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ 14.30. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ x_1 ≠ x_2 ∈ M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ f ∈ m ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ Œ x_1 É x_2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ M ÒÁÚÄÅÌÑÀÔ ÔÏÞËÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

R−→ F_2 ⊕ F_2; (f) = (f(x_1); f(x_2))

ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, (m) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ m ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ Œ x_1, È_2. üÔÏ ÄÁÅÔ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ : R=m −→ F_2 ⊕ F_2. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ R=m = F_2, ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ðÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÅ! íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÇÏ ÎÕÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.32. ìÅÍÍÁ 14.31 ÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ Spec(R) −→ M, ÇÄÅ R = C(M; F_2). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. âÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ- ÍÉ ŒÉÄÁ A_f = {x ∈ M | f(x) = 1}

ôÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ A_f ÚÁÄÁÀÔ ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ Spec(R).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 16 { version 1.2, 09.04.2008

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 14.33: ðÕÓÔØ M { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ óÔÏÕÎÁ, Á R = C(M; F_2) { ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M, ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ F_2 = {0; 1}. ôÏÇÄÁ M ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Spec(R).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.34. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ, F_2-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Spec(R) ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ R. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (f; m) −→ f=m ∈ R=m = F_2 ÚÁ- ÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ R^¯−→ C(Spec(R); F_2). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÉÄÅÁÌÅ, ¯ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Spec(R) ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A_f (ÄÏËÁÖÉÔÅ), Á ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ R ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

ffl_{Af} = ¯(f):

ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ M −→ C(M; F_2) É R −→ Spec(R) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.35: (ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏÕÎÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ) æÕÎËÔÏÒ R −→ Spec(R) ÚÁÄÁÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÂÕ- ÌÅŒÙÈ ËÏÌÅÃ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ë ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÈ, ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÈ, ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14.36. âÕÌÅŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÂÕÌÅŒÙ ËÏÌØÃÁ ÔÏÖÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙ (ôÅÏÒÅÍÁ 14.19).

14.5. âÕÌÅŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÉÓÔÏÒÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

úÁËÏÎÙ ÌÏÇÉËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ äÖÏÒÄÖÅÍ âÕÌÅÍ (George Boole) Œ 1847-Í É áŒÇÕÓÔÏÍ ÄÅ íÏÒÇÁÎÏÍ (August de Morgan) Œ 1860-Í. áËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÕÌÅŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ èÁÎÔÉÎÇ- ÔÏÎÕ (Edward Vermilye Huntington, 1904), ÎÏ ÓÅÒØÅÚÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÂÕÌÅŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÔÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÁÂÏÔ íÁÒÛÁÌÌÁ óÔÏ- ÕÎÁ (1930-Å). œ 1960-Å ÇÏÄÙ ÂÕÌÅŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÛÌÉ ÛÉÒÏËÏÅ ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÉÅ Œ ÌÏÇÉËÅ, ÇÄÅ Ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁÚ- ÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÇÉÐÏÔÅÚ, ÔÁËÉÈ, ËÁË ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏÒÁ É ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 17 { version 1.2, 09.04.2008

Marshall Harvey Stone

(1903 - 1989)

ôÅÏÒÅÍÁ íÁÒÛÁÌÌÁ óÔÏÕÎÁ ÂÕËŒÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ (ÎÅ ÂÕÌÅŒÙ) ËÏÌØÃÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. îÏ Œ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÌÅÖÉÔ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÈÏÖÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ çÒÏÔÅÎÄÉËÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ (ËÏÌØÃÁ) ËÁË ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ úÁÒÉÓËÏÇÏ) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 13-14 { 18 { version 1.2, 09.04.2008