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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî ñâÿçíûì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî M , êîòîðîå íåëüçÿ ðàçáèòü â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì.

Óòâåðæäåíèå: Ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0,1] � ýòî îòðåçîê,

èíòåðâàë èëè ïîëóèíòåðâàë.

Óòâåðæäåíèå:

Çàìûêàíèå Z̄ ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà Z âñåãäà ñâÿçíî.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü X ñâÿçíî, à f : X −→ Y � íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå. Òîãäà f(Y ) ñâÿçíî.

Ñëåäñòâèå: Åñëè f : X −→ R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ñâÿçíîì ìíî-

æåñòâå, òî f(X) ýòî îòðåçîê, èíòåðâàë èëè ïîëóèíòåðâàë. Â ÷àñòíîñòè,

f ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó f(x1) è f(x2).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü X è Y � äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ ïîä-

ìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M. Òîãäà X ∪ Y òîæå

ñâÿçíî.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü x ∈ M � òî÷êà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à

Ax � îáúåäèíåíèå âñåõ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ M , ñîäåðæàùèõ x. Â ñè-

ëó âûøåñêàçàííîãî, Ax ñâÿçíî. Ìíîæåñòâî Ax íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé

ñâÿçíîñòè òî÷êè x.

Óòâåðæäåíèå: Êàæäîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ

íåïåðåñåêàþùèìñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Çàìå÷àíèå: Åñëè M ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïóñòûõ, íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U è V , êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿç-

íîñòè M ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì â U èëè â V .
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîèçâåäåíèå ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ

Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè

îíî ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îòêðûòûå.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü f : X −→ Y � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñî ñâÿçíûìè

ñëîÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïó-

ñòûõ, íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U è V . Ïîñêîëüêó ñëîè

f ñâÿçíû, ïîäìíîæåñòâà U è V ñîäåðæàò êàæäûé ñëîé öåëèêîì. Ïîýòîìó

U = f−1(U1), V = f−1(V1), ïðè÷åì U1 è V1 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîñêîëüêó

f îòêðûòî, U1 è V1 îòêðûòû è íåïóñòû.

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü f : X −→ Y � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñî ñâÿçíûìè

ñëîÿìè, è Y ñâÿçíî. Òîãäà X ñâÿçíî.

Ñëåäñòâèå: Ïðîèçâåäåíèå ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ñâÿçíî.

Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè π : X × Y îòêðûòî è èìååò

ñâÿçíûå ñëîè.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Âïîëíå íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåñâÿçíûì, åñëè ó

íåãî íåò ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ, êðîìå òî÷åê è ∅.

Îïðåäåëåíèå: Ïîäìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ îòêðûòîçàìêíóòûì, åñëè

îíî îòêðûòî è çàìêíóòî.

Çàìå÷àíèå: Ïðîñòðàíñòâî M ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãî

íåò îòêðûòîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, êðîìå M è ∅.

Çàìå÷àíèå: Êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå, êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå, äîïîëíåíèå

îòêðûòîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ñíîâà îòêðûòîçàìêíóòî.

Óòâåðæäåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà M åñòü áàçà òîïîëîãèè, ñîñòîÿùàÿ èç îòêðûòîçà-

ìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà îíî âïîëíå íåñâÿçíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðèìåðû âïîëíå íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ

Óòâåðæäåíèå:

Ïðîèçâåäåíèå âïîëíå íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ âïîëíå íåñâÿçíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî M ×N äîëæíî ïðîåêòèðî-

âàòüñÿ â ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà M è N .

Ïðèìåð: Ïóñòü M = {0,1} � ìíîæåñòâî èç äâóõ òî÷åê, ñ äèñêðåòíîé òî-

ïîëîãèåé (¾äâîåòî÷èå¿). Ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà äâîåòî÷èé êîì-

ïàêòíî (ïî òåîðåìå Òèõîíîâà), õàóñäîðôîâî è âïîëíå íåñâÿçíî.

Çàìå÷àíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M,d) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè-
÷åì ìåòðèêà d : M×M −→ R íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé â èíòåðâàëå ]α, β[, ãäå
β > α. Òîãäà çàìêíóòûé øàð B̄α(x) îòêðûòîçàìêíóò. Äåéñòâèòåëüíî,
B̄α(x) = Bα+ε(x), äëÿ ëþáîãî ε òàêîãî, ÷òî α+ ε ∈]α, β[, à øàð Bα+ε(x)
îòêðûò.

Ñëåäñòâèå : Ïðîñòðàíñòâî Zp p-àäè÷åñêèõ öåëûõ ÷èñåë âïîëíå íåñâÿçíî.
Äåéñòâèòåëüíî, p-àäè÷åñêàÿ ìåòðèêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå

{ps, s ∈ Z}, çíà÷èò, ëþáîé îòêðûòûé øàð â Zp çàìêíóò.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà

Îïðåäåëåíèå: Êîìïàêòíîå, âïîëíå íåñâÿçíîå, õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ñòîóíà

Ëåììà 1: ÏóñòüM � ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà, à x, y ∈M � äâå ðàçíûå òî÷êè.

Òîãäà ó x è y åñòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ, îòêðûòîçàìêíóòûå îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Ïóñòü Z =
⋂
αUα � ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòêðûòî-

çàìêíóòûõ îêðåñòíîñòåé x. Åñëè Z íå ñîäåðæèò y, êàêîå-òî îòêðûòîçà-

ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî U 3 x íå ñîäåðæèò y, òîãäà åãî äîïîëíåíèå M\U
ñîäåðæèò y, è ìû ïîëó÷èì, ÷òî ó x è y åñòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòî-

çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Z 63 y.

Øàã 2: Ïîñêîëüêó Z íåñâÿçíî, Z åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ ïîäìíîæåñòâ Z = Zx
∐
Zy, çàìêíóòûõ â Z. Ïîñêîëüêó Z çàìêíóòî â

M , Zx, Zy òîæå çàìêíóòû.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1 (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 3: Ïîñêîëüêó M êîìïàêòíî è õàóñäîðôîâî, M íîðìàëüíî, òî åñòü

ëþáûå äâà çàìêíóòûõ, íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà M èìå-

þò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè. Ïðèìåíèâ ýòî ê Zx, Zy, ïîëó÷èì

íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ux ⊃ Zx, Uy ⊃ Zy.

Øàã 4: Îáîçíà÷èì çà K äîïîëíåíèå M\(Ux ∪ Uy) Ïîñêîëüêó Z =
⋂
αUα,

èìååì

K ⊂
⋃
α
(M\Uα).

Ïîñêîëüêó K çàìêíóòî, îíî êîìïàêòíî. Ïîýòîìó K ⊂
⋃
α(M\Uα) èìååò

êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå:

K ⊂
n⋃
i=1

(M\Ui)

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî U :=
⋃n
i=1Ui îòêðûòîçàìêíóòî, ñîäåðæèò x, è

ñîäåðæèòñÿ â M\K = Ux ∪ Uy.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1 (îêîí÷àíèå)

Íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Zx, Zy

Øàã 4: U = (U ∩Ux)
∐
(U ∩Uy). Ïîñêîëüêó Ux, Uy îòêðûòû, U ∩Ux îòêðûòî

è çàìêíóòî â U . Ñëåäîâàòåëüíî, V = U ∩ Ux îòêðûòî è çàìêíóòî â M .

Ýòî ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò y, è ñîäåðæèò x. Ìû ïîëó÷èëè îòêðûòî-

çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü x, íå ñîäåðæàùóþ y.. Ëåììà 1 äîêàçàíà.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Marshall Harvey Stone

(1903 - 1989)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îòêðûòîçàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå Ñòîóíà

Èç Ëåììû 1 íåìåäëåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà: Ïóñòü M � ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà. Òîãäà ó M åñòü áàçà

òîïîëîãèè, ñîñòîÿùàÿ èç îòêðûòîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � òîïîëîãèÿ íà M , à T1 � òîïîëîãèÿ, ïîëó-

÷åííàÿ èç áàçû, ñîñòîÿùåé èç âñåõ îòêðûòîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ M .

Òîãäà

(M, T )
Id−→ (M, T1)

áèåêòèâíî è íåïðåðûâíî. Â ñèëó Ëåììû 1, T1 õàóñäîðôîâî. Íåïðåðûâíàÿ
áèåêöèÿ èç êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà â õàóñäîðôîâî ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-

ìîðôèçìîì. Çíà÷èò, (M, T )
Id−→ (M, T1) � ãîìåîìîðôèçì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà â òèõîíîâñêîå äâîåòî÷èå

Çàìå÷àíèå: Èç Ëåììû 1 íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû

òî÷åê x, y ∈ M , ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : M −→ {0,1},
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 íà x è 0 íà y.

Ïóñòü R = C(M,F2) � êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà M ñî çíà÷åíèÿìè

â F2 = {0,1}. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

M
Ψ−→ {0,1}R,

ïåðåâîäÿùåå m â
∏
ϕ∈Rϕ(m).

Îíî íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî, à ïîñêîëüêó M êîìïàêò, ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-

ìîðôèçìîì íà îáðàç. Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà: Ëþáîå ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó

ïîäìíîæåñòâó â òèõîíîâñêîì ïðîèçâåäåíèè {0,1}I, äëÿ êàêîãî-òî

íàáîðà èíäåêñîâ I.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òîïîëîãèÿ, ëåêöèÿ 14:

Áóëåâû àëãåáðû è êàòåãîðèè

Ìèøà Âåðáèöêèé
7 àïðåëÿ, 2008

Íåçàâèñèìûé Óíèâåðñèòåò
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè

Îïðåäåëåíèå: Êàòåãîðèåé C íàçûâàåòñÿ íàáîð äàííûõ ("îáúåêòîâ êà-

òåãîðèè", "ìîðôèçìîâ ìåæäó îáúåêòàìè"è òàê äàëåå), óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ àêñèîìàì, ïðèâåäåííûì íèæå.

ÄÀÍÍÛÅ:

Îáúåêòû: Ìíîæåñòâî Ob(C) îáúåêòîâ C (èíîãäà ðàññìàòðèâàþò íå

ìíîæåñòâî, à êëàññ Ob(C), êîòîðûé ìîæåò è íå áûòü ìíîæåñòâîì, íà-

ïðèìåð, êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, èëè êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ).

Ìîðôèçìû: Äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ Ob(C), çàäàíî ìíîæåñòâîMor(X,Y ) ìîð-
ôèçìîâ èç X â Y .

Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ: Åñëè ϕ ∈ Mor(X,Y ), ψ ∈ Mor(Y, Z), çàäàí
ìîðôèçì ϕ◦ψ ∈Mor(X,Z), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé ìîðôèç-
ìîâ.

Òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì: Äëÿ êàæäîãî A ∈ Ob(C) çàäàí ìîðôèçì

IdA ∈Mor(A,A).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè (ïðîäîëæåíèå)

Ýòè äàííûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì.

Àññîöèàòèâíîñòü êîìïîçèöèè: ϕ1 ◦ (ϕ2 ◦ ϕ3) = (ϕ1 ◦ ϕ2) ◦ ϕ3.

Ñâîéñòâà òîæäåñòâåííîãî ìîðôèçìà: Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ϕ ∈
Mor(X,Y ), Idx ◦ϕ = ϕ = ϕ ◦ IdY

Ïðèìåðû êàòåãîðèé:

Êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ

(ìîðôèçìû � ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ),

êàòåãîðèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

(ìîðôèçìû � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ),

êàòåãîðèè êîëåö, ïîëåé, ãðóïï

(ìîðôèçìû � ãîìîìîðôèçìû),

êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

(ìîðôèçìû � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ).
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Ôóíêòîðû

Êàòåãîðèè ñàìè îáðàçóþò êàòåãîðèþ; ìîðôèçìàìè ýòîé êàòåãîðèè ÿâ-

ëÿþòñÿ ôóíêòîðû.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü C1, C2 � êàòåãîðèè. Êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç

C1 â C2 íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð äàííûõ.

1. Îòîáðàæåíèå F : Ob(C1)−→ Ob(C2), ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå îáú-

åêòàì C1 îáúåêòû C2.

2.Îòîáðàæåíèå ìîðôèçìîâ F : Mor(X,Y )−→ Mor(F (X), F (Y )), îïðå-

äåëåííîå äëÿ ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ X,Y ∈ Ob(C1).

×òîáû ýòè äàííûå çàäàâàëè ôóíêòîð, îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëî-

âèþ F (ϕ) ◦ F (ψ) = F (ϕ ◦ ψ).
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Ïðèìåðû ôóíêòîðîâ

Ëþáàÿ "åñòåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ"íà ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòàõ - ýòî ôóíê-

òîð. Íàïðèìåð:

Îòîáðàæåíèå X −→ 2X � ôóíêòîð íà êàòåãîðèè ìíîæåñòâ.

Îòîáðàæåíèå M −→MI � ôóíêòîð íà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ,

äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íàáîðà èíäåêñîâ I.

Îòîáðàæåíèå V −→ V ⊕ V � ôóíêòîð íà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè â ñåáÿ.

Îáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó ìíî-

æåñòâî åãî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.
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Êîíòðàâàðèàíòíûå ôóíêòîðû

Îïðåäåëåíèå: Åñëè çàäàíà êàòåãîðèÿ C, îïðåäåëèì äâîéñòâåííóþ êà-

òåãîðèþ Cop. Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ â Cop � òî æå ñàìîå, ÷òî è â C, à
MorCop(A,B) = MorC(B,A). Ñîîòâåòñòâåííî, êîìïîçèöèÿ ϕ ◦ ψ â C äàåò

êîìïîçèöèþ ψop ◦ ϕop â Cop.

Îïðåäåëåíèå: Êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç C1 â C2 � ýòî êîâàðè-

àíòíûé ôóíêòîð èç Cop1 â C2.

Ïðèìåð: Îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òîïîëîãè÷åñêîìó ïðî-

ñòðàíñòâó M êîëüöî íåïðåðûâíûõ R-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà M � êîíòðàâà-

ðèàíòíûé ôóíêòîð èç òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â êîëüöà.

Ïðèìåð: Ïóñòü X ∈ Ob(C) � îáúåêò êàòåãîðèè C. Òîãäà îòîáðàæåíèå

Y −→ Mor(X,Y ) çàäàåò êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç C â êàòåãîðèþ Set ìíî-

æåñòâ, à îòîáðàæåíèå Y −→ Mor(Y,X) çàäàåò êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíê-

òîð èç C â Set. Òàêèå ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâèìûìè.
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Èçîìîðôèçì è ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü X,Y ∈ Ob(C) � îáúåêòû êàòåãîðèè C. Ìîðôèçì ϕ ∈
Mor(X,Y ) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè ñóùåñòâóåò ψ ∈ Mor(Y,X)
òàêîé, ÷òî ϕ ◦ ψ = IdX è ψ ◦ ϕ = IdY . Â òàêîì ñëó÷àå, îáúåêòû X è Y

íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Îïðåäåëåíèå: Äâà ôóíêòîðà F,G : C1 −→ C2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè, åñëè äëÿ êàæäîãî X ∈ Ob(C1) çàäàí èçîìîðôèçì ΨX : F (X)−→G(X),
ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ϕ ∈ Mor(X,Y ), èìååì F (ϕ) ◦ ΨY = ΨX ◦
G(ϕ).

Çàìå÷àíèå: Ïîäîáíûå êîììóòàöèîííûå îòíîøåíèÿ ïðèíÿòî èçîáðàæàòü

êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììàìè. Òàê, ê ïðèìåðó, óñëîâèå F (ϕ) ◦ΨY =
ΨX ◦G(ϕ). ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

F (X)
F (ϕ)−−−→ F (Y )

ΨX

y yΨY

G(X)
G(ϕ)−−−→ G(Y )
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêòîð F : C1 −→ C2 íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

êàòåãîðèé, åñëè îí çàäàåò èçîìîðôèçì â êàòåãîðèè âñåõ êàòåãîðèé.

Èíà÷å ãîâîðÿ, çàäàí ôóíêòîð G : C2 −→ C1 òàêîé, ÷òî êîìïîçèöèè G ◦ F
è G ◦ F ýêâèâàëåíòíû òîæäåñòâåíûì ôóíêòîðàì IdC1, IdC2.

Çàìå÷àíèå: Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: F çà-

äàåò áèåêöèþ íà êëàññàõ èçîìîðôèçìà îáúåêòîâ, è áèåêöèþ

Mor(X,Y )−→ Mor(F (X), F (Y )).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè êàòåãîðèé, ýêâèâàëåíòíûå êàòåãîðèè íåðàç-

ëè÷èìû.
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Saunders Mac Lane

(1909-2005)

Samuel Eilenberg

(1913-1998)
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Alexander Grothendieck

(ðîä. 28 ìàðòà 1928)
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Áóëåâû êîëüöà

Îïðåäåëåíèå: Èäåìïîòåíò â êîëüöå � ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîò-

íîøåíèþ x2 = x. Áóëåâî êîëüöî � êîëüöî (êîììóòàòèâíîå, ñ åäèíèöåé),

ãäå ëþáîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî â áóëåâîì êîëüöå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

2x = 0 äëÿ ëþáîãî x. Äåéñòâèòåëüíî,

0 = (x+ 1)2 − x− 1 = (x2 − x) + 2x = 2x.

Ïðèìåð: Ïóñòü M � ëþáîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à R = C(M,F2)

� êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà M ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå F2 èç äâóõ

ýëåìåíòîâ. Òîãäà R � áóëåâî êîëüöî. Îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì îòêðû-

òîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ M .

Áóëåâû êîëüöà ÷ðåçâû÷àéíî âàæíû â ëîãèêå è èíôîðìàòèêå, èáî êàòå-

ãîðèÿ áóëåâûõ êîëåö ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè áóëåâûõ àëãåáð, òî

åñòü àëãåáð ëîãè÷åñêèõ âûñêàçûâàíèé.
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Áóëåâû àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, íàäåëåííîå áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè

∧ (êîíüþíêöèÿ, "è"), ∨ (äèçúþíêöèÿ, "èëè"), è ¬ (íåãàöèÿ, "íå"), è

âûäåëåíû ýëåìåíòû 1 ("ïðàâäà") è 0 ("ëîæü"). A íàçûâàåòñÿ áóëåâîé

àëãåáðîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

àññîöèàòèâíîñòü: a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c, a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c

êîììóòàòèâíîñòü: a ∧ b = b ∧ a, a ∨ b = b ∨ a

äèñòðèáóòèâíîñòü: a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c), a∨ (b∧ c) = (a∨ b)∧ (a∨ c)

àáñîðáöèÿ: a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a

äîïîëíèòåëüíîñòü: a ∨ ¬a = 1, a ∧ ¬a = 0.

Çàìå÷àíèå: Ýòèì óñëîâèÿì, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò ëþáîé íàáîð ëî-

ãè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ �èñòèííî� è

�ëîæíî�. Ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè ("è", "èëè", "íå") ïðåâðàùàþò òà-

êîé íàáîð óòâåðæäåíèé â áóëåâó àëãåáðó.
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Áóëåâû àëãåáðû ýêâèâàëåíòíû áóëåâûì êîëüöàì

Ïóñòü A � áóëåâà àëãåáðà.

Çàäàäèì íà A óìíîæåíèå è ñëîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: a · b :=

a ∧ b, a + b := (a ∨ b) ∧ ¬(a ∧ b) (ñóììà ñîîòâåòñòâóåò "ñèììåòðè÷åñêîé

ðàçíîñòè", èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, "èñêëþ÷àþùåìó èëè").

Ïîëó÷åííûå îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì êîëüöà (ýòî ÿñíî

èç àññîöèàòèâíîñòè, êîììóòàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè).

Ñîîòíîøåíèå a2 = a ñëåäóåò èç àêñèîìû äîïîëíèòåëüíîñòè a+ ¬a = 1,

êîòîðàÿ (ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà a) âëå÷åò a ∧ a + a ∧ ¬a = a. Ïðèìåíèâ

a∧¬a = 0 (äîïîëíèòåëüíîñòü), îáðåòåì a2 = a. Ìû ïîëó÷èëè ôóíêòîð

F èç êàòåãîðèè áóëåâûõ àëãåáð â êàòåãîðèþ áóëåâûõ êîëåö.

Òåîðåìà: Ýòîò ôóíêòîð � ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé.
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Áóëåâû àëãåáðû ýêâèâàëåíòíû áóëåâûì êîëüöàì (äîêàçàòåëüñòâî)

Äîêàçàòåëüñòâî: ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî F : C −→ C1 � ýêâèâàëåíòíîñòü,

íàäî ïîñòðîèòü îáðàòíûé ôóíêòîð G, òî åñòü èç êàæäîãî áóëåâà êîëü-

öà ïðîèçâåñòè áóëåâó àëãåáðó. Åñëè R � áóëåâî êîëüöî, îïåðàöèè ¬,∧,∨
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ¬a = 1 − a, a ∧ b = ab, a ∨ b = ab + a + b. Àê-

ñèîìû áóëåâîé àëãåáðû ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî (ïðîâåðüòå èõ), à

âçàèìíàÿ îáðàòíîñòü F è G î÷åâèäíà èç êîíñòðóêöèè.
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