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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Áóëåâû êîëüöà

Îïðåäåëåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî áóëåâûì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ êîëüöî

R òàêîå, ÷òî âñå ýëåìåíòû R � èäåìïîòåíòû, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò

r2 = r.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî â áóëåâîì êîëüöå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

2x = 0 äëÿ ëþáîãî x. Äåéñòâèòåëüíî,

0 = (x+ 1)2 − x− 1 = (x2 − x) + 2x = 2x.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü R � áóëåâî êîëüöî, à I ⊂ R � ïðîñòîé èäåàë â R. Òîãäà

R/I ∼= F2. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ýëåìåíòû R/I óäîâëåòâîðÿþò r(r − 1) = 0;
ïîñêîëüêó â R/I íåò äåëèòåëåé íóëÿ, r = 0 èëè r = 1.

Çàìå÷àíèå: Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîñòûå èäåàëû â R ìàêñèìàëüíû.

Ïðèìåð: Ïóñòü M � ëþáîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à R = C(M,F2)
� êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà M ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå F2 èç äâóõ

ýëåìåíòîâ. Òîãäà R � áóëåâî êîëüöî. Îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì îòêðû-

òîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ M .
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîñòðàíñòâî Çàðèñêîãî

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü R � êîëüöî, à Spec(R) � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èäåà-

ëîâ â R, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî.

Íàïîìíèì, ÷òî áàçà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî ñîñòîèò

èç ìíîæåñòâ

Af := {m ∈ Spec(R) | f /∈ m},

ãäå f ∈ R � êàêîé-òî ýëåìåíò R. Ïðîñòðàíñòâî Spec(R) íàçûâàåòñÿ ñïåê-
òðîì, èëè ïðîñòðàíñòâîì Çàðèñêîãî êîëüöà R.

Ïðîñòðàíñòâî Çàðèñêîãî äëÿ Z (è äëÿ áîëüøèíñòâà êîëåö) íå õàóñäîð-

ôîâî.

Ëåììà: R � êîëüöî, à Spec(R) � åãî ïðîñòðàíñòâî Çàðèñêîãî. Òîãäà

Spec(R) êîìïàêòíî.

Ïóñòü M =
⋃
αAfα � ïîêðûòèå M = Spec(R) ýëåìåíòàìè áàçû. Äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà Ëåììû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî â
⋃
αAfα íàéäåòñÿ

êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîñòðàíñòâî Çàðèñêîãî êîìïàêòíî (äîêàçàòåëüñòâî)

Øàã 1. Ïóñòü I - èäåàë, ïîðîæäåííûé âñåìè fα, ãäå M =
⋃
αAfα � ïî-

êðûòèå. Î÷åâèäíî,

M =
⋃
α
Afα ⇔ ∅ =

⋂
α
Vfα,

ãäå Vf := M\Af ìíîæåñòâî âñåõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ f . Ïîýòîìó íèêà-

êîé ïðîñòîé èäåàë íå ñîäåðæèò âñåõ fα.

Øàã 2.

Çíà÷èò, I íå ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì èäåàëå, è ïîýòîìó 1 ∈ I. Òîãäà
1 âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà fα:

1 =
n∑
i=1

λifi, λi ∈ R.

Øàã 3.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íèêàêîé ïðîñòîé èäåàë íå ñîäåðæèò {fi}, òî
åñòü ∅ =

⋂n
i=1 Vfi, à ïîýòîìó M =

⋃n
i=1Afi. Çíà÷èò, Spec(R) êîìïàêòíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñïåêòð áóëåâà êîëüöà

Îïðåäåëåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî âïîëíå íåñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî � ïðîñòðàíñòâî, íå èìåþùåå ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ. Îòêðû-

òîçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî � ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå îòêðûòî è çà-

ìêíóòî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, èìåþ-

ùåå áàçó èç îòêðûòîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, âïîëíå íåñâÿçíî.

Çàìå÷àíèå:

Äëÿ ëþáîãî f â áóëåâîì êîëüöå R, èìååì Spec(R) = Af
∐
A1−f . Äåé-

ñòâèòåëüíî, f /∈ m ðàâíîñèëüíî (1− f) ∈ m, ïîòîìó ÷òî R/m = F2.

Çàìå÷àíèå:

Èç ýòîãî íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Af îòêðûòîçàìêíóòû,
è çíà÷èò, äëÿ áóëåâà êîëüöà R, Spec(R) âïîëíå íåñâÿçíî.

Çàìå÷àíèå:

Òàêæå èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Spec(R) õàóñäîðôîâî. Â

ñàìîì äåëå, ëþáûå äâà èäåàëà m, m1 îòëè÷àþòñÿ íà f ∈ A. Ýòî çíà÷èò,

÷òî îäèí èç ýòèõ èäåàëîâ ñîäåðæèòñÿ â Af , à äðóãîé â A1−f � íåïåðåñå-

êàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êàòåãîðèè (íàïîìèíàíèå)

Îïðåäåëåíèå:

Íàïîìíèì, ÷òî êàòåãîðèåé C íàçûâàåòñÿ íàáîð îáúåêòîâ Ob(C), òàêèõ,
÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû X,Y ∈ Ob(C) çàäàíî ìíîæåñòâî Mor(X,Y ) ìîð-
ôèçìîâ èç X â Y . Íà ìîðôèçìàõ çàäàíî îòîáðàæåíèå êîìïîçèöèè

Mor(X,Y )×Mor(Y, Z)−→ Mor(X,Z),

êîòîðîå àññîöèàòèâíî. Â êàæäîì ìíîæåñòâå Mor(X,X) âûäåëåí òîæ-

äåñòâåííûé ìîðôèçì IdX, ïðè÷åì êîìïîçèöèÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ϕ ñ

òîæäåñòâåííûì ðàâíà ϕ.

Ïðèìåðû êàòåãîðèé:

Êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ

(ìîðôèçìû � ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ),

êàòåãîðèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

(ìîðôèçìû � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ),

êàòåãîðèè êîëåö, ïîëåé, ãðóïï

(ìîðôèçìû � ãîìîìîðôèçìû),

êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

(ìîðôèçìû � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ôóíêòîðû (íàïîìèíàíèå)

Îïðåäåëåíèå:

Íàïîìíèì, ÷òî êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè C1 â C2 çàäàåòñÿ

îòîáðàæåíèåì F : Ob(C1)−→ Ob(C2) è îòîáðàæåíèÿìè

F : Mor(X,Y )−→ Mor(F (X), F (Y )),

îïðåäåëåííûìè äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ Ob(C1), ïåðåâîäÿùèìè Idx â IdF (X) è

ñîãëàñîâàííûìè ñ âçÿòèåì êîìïîçèöèé.

Îïðåäåëåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç êàòåãî-

ðèè C1 â C2 çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì F : Ob(C1)−→ Ob(C2) è îòîáðàæå-

íèÿìè F : Mor(X,Y )−→ Mor(F (Y ), F (X)), ïåðåâîäÿùèìè Idx â IdF (X) è

ñîãëàñîâàííûìè ñ âçÿòèåì êîìïîçèöèé.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà áóëåâà êîëüöà

Çàìå÷àíèå: Ìû äîêàçàëè, ÷òî Spec(R) äëÿ ëþáîãî áóëåâà êîëüöà � õàóñ-

äîðôîâî, êîìïàêòíîå, âïîëíå íåñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà áóëåâà êîëüöà.

Çàìå÷àíèå: Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì êîëåö ϕ : R−→R1 çàäàåò

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñïåêòðîâ Spec(R1)−→ Spec(R) (ïðîîáðàç èäå-

àëà � ñíîâà èäåàë). Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå R−→ Spec(R) çàäàåò

êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè áóëåâûõ êîëåö â êàòåãî-

ðèþ ïðîñòðàíñòâ Ñòîóíà.

Òåîðåìà Ñòîóíà î ïðåäñòàâèìîñòè áóëåâîé àëãåáðû:

Ýòî � ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé.

Ðàññìîòðèì ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñòîóíà â êàòåãîðèþ áó-

ëåâûõ êîëåö: M −→ C(M,F2), ãäå C(M,F2) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà M ñî çíà÷åíèÿìè â F2 = {0,1}. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû Ñòîóíà íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ôóíêòîðû âçàèìíî îáðàòíû.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñïåêòð êîëüöà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Óòâåðæäåíèå:

Ëþáîå ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà (õàóñäîðôîâî, êîìïàêòíîå, âïîëíå íåñâÿç-

íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî) M ãîìåîìîðôíî Spec(R), ãäå R =

C(M,F2) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà M ñî çíà÷åíèÿìè â

F2 = {0,1}.

Ëåììà: Ïóñòü M � ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà, à R = C(M,F2). Ïóñòü m $ R

� íåêîòîðûé èäåàë. Òîãäà âñå ôóíêöèè f ∈ m èìåþò îáùèé íóëü â M

(òî÷êó, ãäå âñå ýòè ôóíêöèè çàíóëÿþòñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1:

Åñëè ó m íåò îáùåãî íóëÿ, òî M =
⋃
f∈m f

−1(1). Ìû ïîëó÷èëè îòêðûòîå

ïîêðûòèå M . Ïîñêîëüêó M êîìïàêòíî, èç íåãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå

ïîäïîêðûòèå. Ïîýòîìó åñòü êîíå÷íûé íàáîð f1, ..., fn ∈ m òàêîé, ÷òî

M =
⋃n
i=1 f

−1
i (1).

9



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îáùèå íóëè èäåàëà â êîëüöå ôóíêöèé

Øàã 2: Kàæäûé ýëåìåíò f ∈ R èìååò âèä χU , ãäå U = f−1(1) îòêðûòî-

çàìêíóòî, à χU � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ U . Ïîýòîìó åñòü òàêîé

íàáîð îòêðûòîçàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Ui ñ χUi ∈ m, ÷òî M =
⋃n
i=1Ui.

Øàã 3: χU∪V = χU + χV + χUχV . Ïóñòü òåïåðü W =
⋃n
i=1Ui. Âîñïîëüçî-

âàâøèñü èíäóêöèåé, ïîëó÷èì, ÷òî χW = P (χU1
, χU2

, ...), ãäå P - ïîëèíîì

áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

Øàã 4:Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî 1 = χM = P (χU1
, χU2

, ...) = P (f1, f2, ...). Ïîýòîìó

1 ëåæèò â èäåàëå m. Ïðîòèâîðå÷èå! Çíà÷èò, ó m åñòü îáùèé íóëü.

Çàìå÷àíèå:

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî â êîëüöå ïîëèíîìîâ C[x1, ..., xn]: ëþáîé

èäåàë m $ C[x1, ..., xn] èìååò îáùèé íóëü â Cn. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâà-

åòñÿ "òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ". Äëÿ n = 1, èç òåîðåìû Ãèëüáåðòà

ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ïîëèíîì èìååò êîðåíü (Îñíîâíàÿ Òåîðåìà Àëãåáðû).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îáùèå íóëè èäåàëà â êîëüöå ôóíêöèé

Ëåììà: Ïóñòü M � ïðîñòðàíñòâî Ñòîóíà, à R = C(M,F2). Ïóñòü m ⊂ R

� ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Òîãäà ó ôóíêöèé f ∈ m åñòü åäèíñòâåííûé

îáùèé íóëü (òî÷êà, ãäå îíè âñå çàíóëÿþòñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ óæå äîêàçàíî, îñòàëîñü äîêàçàòü

åäèíñòâåííîñòü.

Øàã 1: Ïóñòü åñòü äâå íåñîâïàäàþùèå òî÷êè x1 6= x2 ∈ M òàêèå, ÷òî

âñå f ∈ m çàíóëÿþòñÿ â x1 è x2. Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà M

ðàçäåëÿþò òî÷êè, ãîìîìîðôèçì

R
ψ−→ F2 ⊕ F2, ψ(f) = (f(x1), f(x2))

ñþðüåêòèâåí. Â ñàìîì äåëå, äëÿ êàêîé-òî f , f(x) = 0, f(y) = 1, çíà÷èò,
ìíîæåñòâî {1,0, f,1− f} ñþðüåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà F2 ⊕ F2.

Øàã 2: ψ(m) = 0, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû m çàíóëÿþòñÿ â x1, x2. Ìû ïî-

ëó÷èëè ñþðüåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ψ : R/m−→ F2⊕F2. Ýòî íåâîçìîæíî,

ïîñêîëüêó R/m = F2. Çíà÷èò, îáùèé íóëü m åäèíñòâåííûé.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îáùèå íóëè èäåàëà â êîëüöå ôóíêöèé

Ìû ïîëó÷èëè áèåêöèþ M
Ψ−→ Spec(R): ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â R =

C(M,F2) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì m ∈ M . Áàçà îò-

êðûòûõ ìíîæåñòâ â Spec(R) ïîðîæäåíà ìíîæåñòâàìè âèäà Af = f−1(1),
êîòîðûå îòêðûòû â M . Ïîýòîìó Ψ íåïðåðûâíî. Íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ

èç êîìïàêòà � ãîìåîìîðôèçì. Ìû äîêàçàëè, ÷òî M ãîìåîìîðôíî

Spec(R).

×òîáû äîêàçàòü âçàèìíóþ îáðàòíîñòü ôóíêòîðîâ M −→ C(M,F2) è
R−→ Spec(R), îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî êîëüöî íåïðåðûâíûõ F2-

çíà÷íûõ ôóíêöèé íà Spec(R) èçîìîðôíî R. Ïîñêîëüêó êàæäûé íååäè-
íè÷íûé ýëåìåíò R ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì èäåàëå, ãîìîìîðôèçì

R
Φ−→ C(Spec(R),F2), ïåðåâîäÿùèé f â åãî çíà÷åíèå f(m) ∈ R/m = F2

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì êîëåö.

Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà Spec(R) ïîðîæäåíû êàê êîëüöî õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Af , ïîòîìó ÷òî òàêèå ôóíê-

öèè îáðàçóþò áàçó îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ ñþðüåê-

òèâíî. Ìû äîêàçàëè òåîðåìó Ñòîóíà îá ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãî-

ðèè áóëåâûõ àëãåáð êàòåãîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñòîóíà.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Marshall Harvey Stone

(1903 - 1989)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òîïîëîãèÿ, ëåêöèÿ 15:

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Ìèøà Âåðáèöêèé
4 àïðåëÿ, 2008

Íåçàâèñèìûé Óíèâåðñèòåò
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü f0, f1 : X −→ Y � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Ãîìî-

òîïèåé f0 â f1 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X × [0,1]−→ Y
òàêîå, ÷òî f

∣∣∣X×{0} = f0, f
∣∣∣X×{1} = f1.

Çàìå÷àíèå: Ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ - îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî

íåïðåðûâíî ïðîäåôîðìèðîâàòü îäíî â äðóãîå.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü f0, f1 ïðèíàäëåæàò êàêîìó-òî âûäåëåííîìó êëàññó

îòîáðàæåíèé. Ãîâîðèòñÿ, ÷òî f : X × [0,1]−→ Y ãîìîòîïèÿ â êëàññå

A, åñëè äëÿ ëþáîãî t, îòîáðàæåíèå ft := f
∣∣∣X×{t} : X −→ Y ïðèíàäëåæèò

êëàññó A.

Ïðèìåð: Ïóñòü f0, f1 íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ èç îòðåçêà [a, b] â îòðå-
çîê [c, d], ïðè÷åì fi(a) = a′, fi(b) = b′. Òîãäà f0 ãîìîòîïíî f1 â êëàññå
îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ a â a′, b â b′.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåò èñêîìóþ ãîìîòîïèþ:

f : [a, b]× [0,1]−→ [c, d], f(x, t) = tf1(x) + (1− t)f0(x)

15



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñâîéñòâà ãîìîòîïèè

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü f0, f1 : X −→ Y � ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ, à g :
P −→X, h : Y −→ Z - íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà f0◦h ãîìîòîïíî
f1 ◦ h, à g ◦ f0 ãîìîòîïíî g ◦ f1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ãîìîòîïèþ f0 ◦ h â f1 ◦ h ñòðîèì êàê êîìïîçèöèþ f ◦
h : X × [0,1]−→ Z. Ãîìîòîïèþ g ◦ f0 â g ◦ f1 ïîëó÷èì, âçÿâ êîìïîçèöèþ

g × Id[0,1] : P × [0,1]−→X × [0,1] è f : X × [0,1]−→ Y .

Â äàëüíåéøåì, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà: Îòîáðàæåíèå ϕ : A−→B òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðå-

ðûâíî, åñëè äëÿ êàæäîãî Z ⊂ A, îáðàç ϕ(Z̄) çàìûêàíèÿ Z ëåæèò â

çàìûêàíèè ϕ(Z).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü X ⊂ B çàìêíóò. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè f äîñòàòî÷-

íî äîêàçàòü, f−1(X) çàìêíóò. Ïóñòü ýòî íå òàê, à z ∈ A � òî÷êà çàìûêà-

íèÿ, íå ëåæàùàÿ â f−1(X). Òîãäà f(z) ëåæèò â çàìûêàíèè f(f−1(X)) = X,

íî ïîñêîëüêó X çàìêíóòî, f(z) ∈ X. Ïðîòèâîðå÷èå! Çíà÷èò, f íåïðåðûâíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òðàíçèòèâíîñòü ãîìîòîïèè

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü f0, f1, f2 : X −→ Y � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ,

ïðè÷åì f0 ãîìîòîïíî f1, à f1 ãîìîòîïíî f2. Òîãäà f0 ãîìîòîïíî f2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü f̃ : X × [0,1]−→ Y � ãîìîòîïèÿ f0 â f1, à
˜̃f :

X × [1,2]−→ Y � ãîìîòîïèÿ f1 â f2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : X ×
[0,1]−→ Y

f(x, λ) =

f̃(2λ), åñëè λ 6 1
2

˜̃f(2λ), åñëè λ > 1
2

(ìû ñêëåèâàåì ãîìîòîïèþ f0 ñ f1 è ãîìîòîïèþ f1 ñ f2 ïî f1). Åñëè f

íåïðåðûâíî, îíî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé f0 â f2. Ïîýòîìó äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ãîìîòîïíîñòè f0 è f2 äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî f

íåïðåðûâíî.

Ïóñòü Z ⊂ X × [0,1] � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî, ïðè÷åì Z1 = Z ∩ X ×
[0,1/2] è Z2 = Z ∩X × [1/2,1]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Z̄ = Z̄1 ∪ Z̄2, ñîîòâåò-

ñòâåííî f(Z̄) ⊂ f(Z̄1) ∪ f(Z̄2) ⊂ f(Z1) ∪ f(Z2) Ïîýòîìó f íåïðåðûâíî.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî f0 è f2 ãîìîòîïíû.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êëàññû ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Çàìå÷àíèå: Ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ãîìîòîïèè ìîæíî

"ñêëåèâàòü"ìåæäó ñîáîé: ïðèêëåèâ ãîìîòîïèþ èç f0 â f1 ê ãîìîòîïèè f1
â f2, ìû ïîëó÷èì ãîìîòîïèþ f0 â f2. Ïåðâîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî

äåôîðìèðóåòñÿ âî âòîðîå, âòîðîå â òðåòüå, è âçÿâ ýòè äâå äåôîðìàöèè

îäíó çà äðóãîé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâîå ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäåôîð-

ìèðîâàòü â òðåòüå.

Îïðåäåëåíèå:

Ìû äîêàçàëè, ÷òî îòíîøåíèå �f ãîìîòîïíî g"òðàíçèòèâíî. Îíî

òàêæå ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

îòîáðàæåíèé f : X −→ Y ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî êëàññîâ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè îòîáðàæåíèé, èëè

æå ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îòìå÷åííûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïàðà

(
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , òî÷êà m ∈M

)
íà-

çûâàåòñÿ îòìå÷åííûì ïðîñòðàíñòâîì, îáîçíà÷àåòñÿ (M,m). Îòìå÷åí-

íîå ïðîñòðàíñòâî ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âûáðàíà

òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå: Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòìå÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ

ϕ : (X,x)−→ (Y, y) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç X â Y , êîòîðîå ïåðåâî-

äèò x â y. Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû, íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ îòìå÷åí-

íûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàþòñÿ ìîðôèçìàìè îòìå÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Çàìå÷àíèå: Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòìå÷åííûå ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò

êàòåãîðèþ: êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ � ñíîâà ìîðôèçì, êîìïîçèöèÿ î÷å-

âèäíî àññîöèàòèâía, à òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id(X,x) : (X,x)−→ (X,x)

ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì îòìå÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

ïóòåì èç x ∈ M â y ∈ M íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ :

[a, b]−→M èç îòðåçêà [a, b] â M òàêîå, ÷òî γ(a) = x, γ(b) = y.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü (M,m) � îòìå÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïóòåé γ : [0,1]−→M èç m â m. Òàêèå ïóòè íàçû-

âàþòñÿ ïåòëÿìè â M . Ìíîæåñòâî âñåõ ïåòåëü îáîçíà÷àåòñÿ Ω(M,m).

Çàìå÷àíèå: Åñëè M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà Ω(M,m) ââîäèòñÿ

sup-ìåòðèêà, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

d(γ, γ′) = sup
t∈[0,1]

d(γ(t), γ′(t)).

Ïðîñòðàíñòâî Ω(M,m) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïåòåëü äëÿ M . Åñëè

M ìåòðèçóåìî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òîïîëîãèÿ íà Ω(M,m) íå çàâèñèò

îò âûáîðà ìåòðèêè íà M (Ëåêöèÿ 11). Â òàêîé ñèòóàöèè ìû ðàññìàòðè-

âàåì ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü Ω(M,m) êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïåòëè ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü f0, f1 : (X,x)−→ (Y, y) � ìîðôèçìû îòìå÷åííûõ

ïðîñòðàíñòâ. Ãîìîòîïèåé ìîðôèçìà f0 ê f1 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

f : X × [0,1]−→ Y òàêîå, ÷òî f(x, t) = y äëÿ ëþáîãî t ∈ [0,1].

Çàìå÷àíèå: Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ëþáîé ïóòü γ : [0,1]−→M èç m â m çàäàåò ìîðôèçì

(S1,0)−→ (M,m), è ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Â äàëüíåé-

øåì, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü Ω(M,m) êàê ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ

îòìå÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ (S1,0)−→ (M,m).

Ïóñòü (M,m) � îòìå÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â ñèëó òðàíçè-

òèâíîñòè ãîìîòîïèè, ãîìîòîïèÿ çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà

ìíîæåñòâå âñåõ ìîðôèçìîâ (S1,0)−→ (M,m), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïó-

òåé èç m â m. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ïóòåé èç m â m îáîçíà÷àåòñÿ π1(M,m).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü

Ïóñòü (M,m) � îòìå÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè γ, γ′ :

[0,1]−→M � äâà ïóòè èç m â m, îáîçíà÷èì çà γ̃γ′ : [0,2]−→M ïóòü,

êîòîðûé ïîëó÷åí ïî ôîðìóëå

γ̃γ′(λ) =

γ(λ), åñëè λ 6 1

γ′(λ− 1), åñëè λ > 1.

Íåïðåðûâíîñòü ýòîãî ïóòè ñëåäóåò èç òîãî æå àðãóìåíòà, ÷òî è âûøå

(îòîáðàæåíèå f : X −→ Y íåïðåðûâíî, åñëè çàìûêàíèå îáðàçà ëþáîãî

Z ⊂ X ñîäåðæèò îáðàç çàìûêàíèÿ Z)

Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå γγ′ ôîðìóëîé γγ′(λ) = γ̃γ′(2λ).

Ëåììà: Îïðåäåëåííàÿ âûøå îïåðàöèÿ íà Ω(M,m) ïåðåâîäèò ãîìî-

òîïíûå ïóòè â ãîìîòîïíûå: åñëè γ0 ãîìîòîïåí γ1, à γ
′
0 ãîìîòîïåí γ′1,

òî γ0γ
′
0 ãîìîòîïåí γ1γ

′
1.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ãîìîòîïèè è ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü γ : [0,1] × [0,1]−→M, γ′ : [0,1] × [0,1]−→M

� ãîìîòîïèè, ñîåäèíÿþùèå γ0 è γ1, à òàêæå γ′0 è γ′1. Ãîìîòîïèè ïóòåé

ýòî îòîáðàæåíèÿ èç êâàäðàòà â M , à òî, ÷òî êîíöû ïóòè îñòàþòñÿ â m,

îçíà÷àåò, ÷òî äâå ñòîðîíû êâàäðàòà èäóò â m (îñòàëüíûå äâå ñòîðîíû

èäóò â γ0, γ1 äëÿ ïåðâîãî êâàäðàòà, γ′0, γ
′
1 äëÿ âòîðîãî).

Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ ìåæäó ˜γ0γ′0 è ˜γ1γ′1, ïîëó÷åííóþ ïî ôîðìóëå

γ̃γ′(λ, t) =

γ(λ, t), åñëè λ 6 1

γ′(λ− 1, t), åñëè λ > 1.

Âûøåïðèâåäåííûé àðãóìåíò (îòîáðàæåíèå f : X −→ Y íåïðåðûâíî, åñëè

çàìûêàíèå îáðàçà ëþáîãî Z ⊂ X ñîäåðæèò îáðàç çàìûêàíèÿ Z) äîêà-

çûâàåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, çíà÷èò, îñóùåñòâëÿåò

ãîìîòîïèþ ˜γ0γ′0 è ˜γ1γ′1.
Ãîìîòîïèÿ γ0γ

′
0 è γ1γ

′
1 ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî, ïîñêîëüêó γ0γ

′
0 è γ1γ

′
1

ïîëó÷åíû èç ˜γ0γ′0 è ˜γ1γ′1 ðåïàðàìåòðèçàöèåé.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå γ, γ′ −→ γγ′ � êîððåêòíî

îïðåäåëåííàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå π1(M,m) êëàññîâ ãîìîòîïè-

÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïåòåëü.

Òåîðåìà: Îïðåäåëåííàÿ âûøå îïåðàöèÿ π1(M,m)×π1(M,m)−→ π1(M,m)

çàäàåò ñòðóêòóðó ãðóïïû íà π1(M).

Äîêàçàòåëüñòâî: Íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ãðóïïîâûõ àêñèîì.

Ðîëü åäèíèöû ι : [0,1]−→M â π1(M,m) èãðàåò îòîáðàæåíèå [0,1] â

òî÷êó m ∈ M . Ýòà ïåòëÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé. Îáîçíà÷èì çà ϕ0 :

[0,1]−→ [0,1] îòîáðàæåíèå t−→ max(0,2t−1), çà ϕ1 : [0,1]−→ [0,1] îòîá-

ðàæåíèå t−→ min(1,2t).

Îáîçíà÷èì çà ϕ0 : [0,1]−→ [0,1] îòîáðàæåíèå t−→ max(0,2t− 1), çà ϕ1 :

[0,1]−→ [0,1] îòîáðàæåíèå t−→ min(1,2t).
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà: ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû

Ãðàôèê ôóíêöèè ϕ0(t) Ãðàôèê ôóíêöèè ϕ1(t)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî γι = ϕ0 ◦ γ, à ιγ = ϕ1 ◦ γ. Ôóíêöèè ϕ1 è ϕ2 ãîìîòîïíû

äðóã äðóãó è òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ x−→ x â êëàññå ôóíêöèé, ñî-

õðàíÿþùèõ 0 è 1. Kîìïîçèöèÿ óâàæàåò ãîìîòîïèþ, ñëåäîâàòåëüíî,

ïóòü γι ãîìîòîïåí ιγ è ãîìîòîïåí γ.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà: îáðàòíûé ýëåìåíò

Îáðàòíûé ýëåìåíò γ−1 ê ïóòè γ ñòðîèòñÿ òàê: γ−1(t) = γ(1− t). Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ Φ : [0,1]−→ [0,1], Φ(t) = min(2t,2− 2t),

Ãðàôèê ôóíêöèè Φ(t)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî γγ−1 = Φ ◦ γ. Ïîñêîëüêó Φ ãîìîòîïåí îòîáðàæåíèþ

t−→ 0 â êëàññå ôóíêöèé, ïåðåâîäÿùèõ 0 è 1 â 0, ïóòü γγ−1 = Φ ◦ γ
ãîìîòîïåí òðèâèàëüíîìó.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà: îáðàòíûé ýëåìåíò (èëëþñòðàöèÿ)

Ýòó ãîìîòîïèþ ìîæíî óâèäåòü èç ñëåäóþùåé êàðòèíêè.

Ñòÿãèâàíèå ïåòëè γγ−1 â òî÷êó
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà: àññîöèàòèâíîñòü

Ïóñòü γ0, γ1, γ2 òðè ïóòè èç m â m, à γ̃0γ1γ2 : [0,3]−→M � ïåòëÿ,

îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé

γ̃0γ1γ2(λ) =


γ0(λ), åñëè 0 6 λ 6 1

γ1(λ− 1), åñëè 1 6 λ 6 2,

γ2(λ− 2), åñëè 2 6 λ 6 3.

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè ψ1, ψ2 : [0,1]−→ [0,3]

ψ1(t) = max (2t,4 (t− 1/4)) , ψ2(t) = min (4t,2 (t+ 1/2))

ãðàôèêè êîòîðûõ ñîñòàâëåíû èç äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ. Ó ψ1 ïåð-

âûé îòðåçîê ñîåäèíÿåò (0,0) è (1/2,1), âòîðîé îòðåçîê ñîåäèíÿåò (1/2,1)

è (1,3). Ó ψ2 ïåðâûé îòðåçîê ñîåäèíÿåò (0,0) è (1/2,2), âòîðîé îòðåçîê

ñîåäèíÿåò (1/2,2) è (1,3).
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà: àññîöèàòèâíîñòü (ïðîäîëæåíèå)

Ãðàôèê ôóíêöèè ψ1(t) Ãðàôèê ôóíêöèè ϕ2(t)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî γ0(γ1γ2) = ψ1 ◦ γ̃0γ1γ2(λ), è (γ0γ1)γ2 = ψ2 ◦ γ̃0γ1γ2(λ)
Ïîñêîëüêó ψ1 è ψ2 ãîìîòîïíû, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ãîìîòîïíû ïåòëè

γ0(γ1γ2) è (γ0γ1)γ2. Ìû äîêàçàëè, ÷òî π1(M,m) ýòî ãðóïïà.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Îïðåäåëåíèå: Ãðóïïà π1(M,m), îïðåäåëåííàÿ âûøå, íàçûâàåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíîé ãðóïïîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (,m).

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü (X,x)
f−→ (Y, y) � ìîðôèçì îòìå÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ ∈ Ω(X,x), êîìïîçèöèÿ γ ◦f çàäàåò ïóòü â (Y, y). Ïîëü-

çóÿñü òåì. ÷òî êîìïîçèöèÿ f ñ ãîìîòîïíûìè îòîáðàæåíèÿìè ãîìîòîïíà,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî γ −→ γ ◦ f îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå íà êëàññàõ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ïåòåëü π1(X,x)−→ π1(Y, y). Èç êîíñòðóêöèè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

ñðàçó ÿñíî, ÷òî ýòî ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Îòîáðàæåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ

ãðóïï, èíäóöèðîâàííîå f , ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ òîé æå ñàìîé áóêâîé.

Çàìå÷àíèå: Âçÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû îïðåäåëÿåò ôóíêòîð èç

êàòåãîðèè îòìå÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ â êàòåãîðèþ ãðóïï.

Çàìå÷àíèå:

Ïóñòü f0, f1 : (X,x)−→ (Y, y) - ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà ñîîò-

âåòñòâóþùèå ãîìîìîðôèçìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñîâïàäàþò.
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Ñòÿãèâàåìûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü (X,x) � îòìå÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ιx : X −→X, ïåðåâîäÿùåå âñå òî÷êè X â x.
Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì, åñëè ιx ãîìîòîïíî òîæäå-

ñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ IdX.

Ïðèìåð: Ïóñòü (X,x) � ïîäìíîæåñòâî Rn. Ýòî ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
çâåçä÷àòûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x′ ∈ X, îòðåçîê [x, x′] öåëèêîì ëåæèò

â X. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå X × [0,1]
Ψ−→ X, ïåðåâîäÿùåå (x′, t) â

x− t(x− x′). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ψ ýòî ãîìîòîïèÿ IdX è ιx (äîêàæèòå ýòî).
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ëþáîå çâåçä÷àòîå ïîäìíîæåñòâî ñòÿãèâàåìî.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü (X,x) � ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå ιx : X −→X çàäàåò òðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì π1(X,x)

ιx−→
π1(X,x) (âñå ýëåìåíòû ãðóïïû π1(X,x) ïåðåõîäÿò â 1). Ïîñêîëüêó îòîá-

ðàæåíèå ιx ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó, à ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ òî-

ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå îòîáðàæåíèÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ãðóïï, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå π1(X,x)
Id−→ π1(X,x)

ðàâíî îòîáðààæåíèþ, ïåðåâîäÿùåìó âñå ýëåìåíòû â 1. Ïîýòîìó

π1(X,x) = {1}, äëÿ ëþáîãî ñòÿãèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà X.
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